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   :Googleمحرك غوغل یعمل  كیف
   والقیم الذاتیةMarkov سلاسل ماركوف

  Christiane Rousseau ان روسوكریستی: الكاتبة الأصلیة
   راوشأسماء ت: ترجمة 

  
  
  
  
  

  
  
  

 هذا راجع لسیطرة خوارزمیته.  تقریبا الوحیدبحثال محرك Google  غوغلبدایاته، كانأولى منذ 
 الشبكة ا الكم الهائل من الصفحات علىبالفعل، فبهذ. Page 1PageRank"ترتیب بیج "المعروفة باسم 

ستحصل العدید من البحوث على آلاف أو ، )نترنتالإأي  ،World Wide Web( العنكبوتیة العالمیة
كون بدون جدوى لأن لا أحد یستطیع التعرف ستف سیئة الترتیب وٕاذا كانت هذه النتائج. ملایین النتائج
  . لمداخلاعلى ملایین 

  
   ؟PageRank خوارزمیة شتغلكیف ت

 حول غوغلفي  ً لنجري بحثا،2010 یونیو 4، نعود بالزمن إلى هذالكن قبل . ذلكسنشرح 
. حدیث النشأةكان  نتیجة، بالرغم من أن الموقع 16 300  000 على  آنذاك كنا سنحصل.مشروع كلاین

  ا، كان المدخل الأولًففي هذا التاریخ تحدید
 

http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/ 
   

  من ًبدلا
  

http://www.kleinproject.org/  
  

 :IMU 2 موقع الاتحاد العالمي للریاضیات  توجد في،صفحةهو عنوان الأول العنوان الشبكاتي 

                                                
و أحد  أما لاري بیج فه. كما تؤثر في ترتیب النتائج. بقیاس شعبیة صفحة معینة على شبكة الإنترنتالتي تسمحرزمیة لتحلیل الروابط  خوا 1

  .نترنتمؤسسي محرك غوغل وموقع  الإ
2  International Mathematical Union عالمیة جمعیة 65 تجمع. 1945، ثم أعید إنشاؤها سنة 1919 دولیة ظهرت لأول مرة سنة جمعیة 

  .  مؤتمرا كل أربع سنواتتنظموووطنیة، 



 2 

http://www.mathunion.org .ًه الرسمي أولا عند إجراء  فسیظهر موقعا الاتحادا لأهمیة هذًنظر
 جمیع محتواه إلىجزء من ّوفضلا عن ذلك فهو یمد ب. "الاتحاد العالمي للریاضیات"تحت عبارة بحث 

  :ومنها نة له، ِالصفحات المكو
http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/.  

أول صفحة ستظهر عند البحث عن مشروع فإن  یلة بعد أشهر أو سنوات قلأنهب یمكن التنبؤ
   ستكونكلاین 

http://www.kleinproject.org/.    
تعبر فیه القمم عن .  مخطط بیانيمن خلالنترنت لإا نقوم بنمذجة شبكة ،لتوضیح الخوارزمیة

مما . تلفا مخعنوانا شبكاتیا نا، فإن كل صفحة توافقّكما سبق وبی. الصفحات، والأسهم عن الروابط بینها
 الفرعیةفالنموذج لا یفرق بین الصفحات . یحوي الكثیر من الصفحاتالإنترنت  على شبكةیجعل الموقع 

  . أفضل رتبة للصفحة الرئیسیة لموقع مهمةخوارزمیالإلا أنه غالبا ما تمنح .  الرئیسیةتهصفحبین لموقع ول
  :مثال بسیط

     
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

، أونة من خمس صفحات نسمیها على التوالي  والمكأعلاهودة  نظرة على الشبكة الموجينلقدعنا 
،  بینما ب، فلنا طریق واحد یؤدي إلى أ الصفحة فيفإذا كنا . لهذه الشبكة بعض الروابط. ه، د، ج، ب

لاحظ أنه یوجد  .، ولنا الحق في اختیار إحداهاه ، ب، أ روابط هي ة، نجد ثلاثج الصفحة فيإذا كنا 
  .   كل صفحةطلاقا منانعلى الأقل رابط 

 ،ننطلق من صفحة معینة.  عشوائیا في المخطط أعلاهالتنقل بلعبة بسیطة تتمثل في  الآننقوم 
 ب إذا انطلقنا من الصفحة ،على سبیل المثال.  ونتبعه،نختار منها رابطا بصفة كیفیةوفي كل خطوة 

1 باحتمال قدره ج أو أیمكننا الذهاب إلى 
 فإننا ،د إذا اخترنا الانطلاق من لذلكخلافا و . لكل حالة2

  .ونكرر اللعبة مرارا. 1 باحتمال یساوي أ نحوحتما سنتوجه 
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   خطوة؟ n بعدكونأین سن
عمدتها تمثل صفحات ة أسفله، أ الموضحPلتسهیل العملیة، نختصر الشبكة في المصفوفة 

  .ل وأسطرها تمثل صفحات الوصو،لاقنطالا
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 وأن جمیع مركباتها ،1 يساوحظ أن مجموع عناصر كل عمود منها ی نلا Pلمصفوفةإلى ابالنظر 

  فكل واحدة منها: المصفوفات التي تتمتع بهاتین الخاصیتین تعتبر من نوع خاصإن. أو معدومةموجبة 
تدعى أیضا مصفوفة انتقال سلسلة و ،Markov chain process سلسلة ماركوفسیرورة من هي مصفوفة 

 فینتج عن ذلكقیمة ذاتیة لها دوما  1یكون في هذه المصفوفات .  Markov transition matrixماركوف 
قبل التذكیر . 1 ومجموعها یساوي 1 و 0محصورة بین مركباته و 1قیمته الذاتیة   شعاع ذاتيوجود
ا الفائدة من التمثیل المصفوفي لمخطط ًنكتشف سویدعنا  ،ف كل من القیم الذاتیة والأشعة الذاتیةبتعری
  . بیاني

 Nنة من َكوُالم} ه، د، ج، ب، أ { الصفحاتمه في مجموعة  یأخذ قیnX اعشوائیا متغیرلنعتبر 
لمركبة ل ijPرمز بـ لن. یة خطوة عشوائnكون فیها بعد  الصفحة التي نnXیمثل  ).N=5هنا (صفحة 

 كون موجدینأن نالشرطي حتمال لا اijPیمثل  .Pمن المصفوفة   j مع العمود i تقاطع السطر الواقعة في
  :تي تسبقها في المرحلة الjننا كنا في الصفحة  علما أ1n في المرحلة i الصفحة في

  .1( / )ij n nP Prob X i X j    

یات من كرت لها ذن سلسلة ماركوف لیسإعندها نقول  !  n ن هذا الاحتمال مستقل عنأنلاحظ 
ختصر الاحتمالات الممكنة في ُأنه بعد مرحلتین ستب التصوروهو ما یجعل من السهل . الماضي

  .2Pالمصفوفة 
   یأتي  ت العامة للاحتمالاالمبرهنة باستعمال .)إن شئتمز البرهان یمكنكم تجاو (لك على ذنبرهنل

.2 2
1

( / ) ( )
N

n n n n
k

Prob X i X j Prob X i X j 


        

   نستنتجمن تعریف الاحتمال الشرطي و
 2 1

2
1

( )
( / )

( )

N
n n n

n n
k n

Prob X i X k X j
Prob X i X j

Prob X j
 




    
  

   

  :نضرب ونقسم على نفس الكمیة: مألوفة حیلة  الآننستعمل

    أ   ب    ج   ھـ     د  
 أ
 
 ب
 
 ج
 
 د
 
 ھـ
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2 1 1
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Prob X i X k X j Prob X k X jProb X i X j
Prob X k X j Prob X j

  


 

       
  

   

  حاصل القسمة الأول یساوي ن فیكو
2 1 2 1( / ) ( / )n n n n nProb X i X k X j Prob X i X k            

   لذا. لا تحمل ذكریات من الماضيسلسلة ماركوف سیرورة لأن 

 

2 2 1 1
1

1

2

( / ) ( / ) ( / )

.

N

n n n n n n
k
N

ik kj
k

ij

Prob X i X j Prob X i X k Prob X k X j

p p
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  بالعودة لمثالنا، نجد  

  

2

1 1 1 1 10
2 6 6 1 8

2 4 10 1
3 9 9

1 5 10 0
2 1 8 6

10 0 0 0
9

1 10 0 0
6 9

P

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 أنه بتكرار العملیة السابقة فإن العنصر،واضحمن ال m

ij
P من المصفوفة mP  هو الاحتمال

( / )n m nProb X i X j   .أن  مثلانجدف   
  
  

  
  

 وینسحب هذا .جزء من الألف ستكون جمیع أعمدة المصفوفة متطابقةب تقدربتدویر النتائج بدقة 
32n لما nPعلى أعمدة المصفوفة  ، دقة هذه المرة  لكن باختیار ،باستقرار نتائجهاأیضا  التي تتمیز

احتمال أن تكون في صفحة معینة مستقل فإن  ، كبیر بقدر كافn حیث ، خطوةnمن أجل وهكذا . أكبر
 ! عن نقطة البدایة

  لك، إذا اعتبرنا الشعاع علاوة على ذ
(0.293, 0.390, 0.220, 0.024,0.073)t   

) هو شعاع عمودي منقوله الشعاع الأفقي t (من أنمن السهل التأكدف  P  .المركبة إذا كانت 
 یترتب عن ذلك أن ،n في لحظة معینة i صفحة في هي احتمال أن تكون t من الشعاع iذات الرتبة 

t هو قانون احتمال للصفحات في اللحظة n، وهو أیضا قانون الاحتمال في اللحظة n+1 .لهذا السبب، 

 ه    د   ج    ب   أ
 أ
 ب
 ج
 د
 ه

32

0.293 0.293 0.293 0.293 0.293
0.390 0.390 0.390 0.390 0.390
0.220 0.220 0.220 0.220 0.220
0.024 0.024 0.024 0.024 0.024
0.073 0.073 0.073 0.073 0.073

P
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َترتب الصفحات  ،في مثالنا. سمح بترتیب الصفحات یأنهذلك .  یسمى القانون الاستقراريالشعاع ف ُ
  .الصفحة الأكثر أهمیةتمثل  بن ، ونقول إد، ه، ج، أ، ببالشكل التالي 

  
  

  الحالة العامة
َ تجسد الشبكة بمخطط بیاني تعبر فیه .ا كما في المثال السابقًنعالج الحالة العامة تمام ُNقمة  

عدها              ُ بPثم نختصر المخطط في مصفوفة . الصفحاتوابط بین ر وتدل الأسهم على ال صفحة،Nعن 
N N، حیث العمود j یمثل الصفحة رقم jالسطر  و من صفحات الانطلاقi الصفحة رقم i من 
Pفي مثالنا السابق عثرنا على شعاع یحقق . الوصول . ي للقیمة الذاتیة ذاتهو شعاع  هذا الشعاع

  .الشعاع الذاتيالقیمة الذاتیة وا تعریف كل من ًلنتذكر مع. 1
  

N مصفوفة بعدها P لتكن .تعریف N. یكون  قیمة ذاتیة لـ P إذا وجد شعاع غیر معدوم 
NX  یحقق PX X . عندئذ نسميX لـ شعاعا ذاتیا P المرفق بالقیمة الذاتیة .  

  . الأشعة الذاتیةلنتذكر أیضا طریقة إیجاد القیم الذاتیة و
  

Nبُعدها  مصفوفة P لتكن .قضیة N . القیم الذاتیة لـPكثیر الحدود الممیزر  هي جذو  
det( ) 0I P   حیث ،I هي المصفوفة المطابقة N N . الأشعة الذاتیة للقیمة الذاتیة هي الجذور 

)detغیر المعدومة للجملة الخطیة المتجانسة  ) 0I P X   .  
  

نتیجة عمیقة تنص على  ،Frobenius  و فروبینیوسPerron  لـ بیرونتنسبالتي الیة المو المبرهنة
  . حلا مستقرادوما تقبل مخطط بیاني أن المصفوفة المرفقة ل

  
 عتبر مصفوفة انتقال سلسلة ماركوف ن.) فروبینیوس-بیرون (مبرهنة ijP p بُعدها N N)  أي

 0,1ijp  مهما یكن i  وj بمعنى ،1، ومجموع مركبات كل عمود یساوي 
1

1
N

ij
i

p


 .(عندئذ   

1. 1   قیمة ذاتیة لـP . 

1 تحقق Pكل قیمة ذاتیة لـ  .2 . 

وبدون أن نمس .  مركباته أكبر أو تساوي الصفر،1 من أجل القیمة الذاتیة یوجد شعاع ذاتي  .3
 . 1 یساوي  هذه المركباتمجموعبعمومیة المسألة یمكن افتراض أن 

 
 أن المصفوفة  قصد الاختصاررضتفمن أجل ذلك ن. المبرهنة قوة هذه الآن للتأمل فيحان الوقت 

Pتقبل أساسا من الأشعة الذاتیة  1,..., nB v v 1 حیثv هو الشعاع الموجود في نظریة بیرون  - 
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i یحقق i یوجد ،iv من أجل كلعندئذ. فروبینیوس i iPv v لشعاع غیر معدوم ، ثم باختیار كیفيX 
منقوله  1,...,

t
nX x x بحیث  0,1ix  و 

1
1

N

i
i

x


 .ك یفكستطیع تنX في الأساس B:  

.
1

N

i i
i

X a v


  

1 إثبات أن یمكن 1a لكن سنتخطى هذه المرحلة لنقوم بعدها بحساب   

1 1

N N

i i i i i
i i

PX a Pv a v
 

    

  ة نحصل على یدعدنا هذه العملیة مرات عدأإذا . i شعاع ذاتي للقیمة الذاتیة ivلأن وذلك 
.

1

N
n n

i i i
i

P X a v


 

1 تمن جهة أخرى، إذا كان  من أجل كلi 1 حیثi فإن     
1 1lim n

n
P X a v 


   

  !وهذا ما حدث بالضبط في المثال السابق
حقق فرضیة المبرهنة بالخاصیة  تPنلاحظ رغم ذلك أن المبرهنة لا تضمن تمتع كل مصفوفة 

1 1lim n

n
P X a v 


  .دعنا نصف العلل الممكنة وطریقة علاجها.  
  

  العلل الممكنة
  ن تكون جذرا مضاعفا لكثیر الحدود الممیز  یمكن أ1الذاتیة القیمةdet( ) 0I A  . 

  یمكن أن تكون للمصفوفةP 1قق لكنها تح،1 قیم ذاتیة مختلفة عن . 

   في هاتین الحالتین؟للعم افما
  بمعنى . لة تسمى نظامیةِعندما تكون مصفوفة انتقال ماركوف دون ع

  
  كانت تكون مصفوفة سلسلة ماركوف نظامیة إذا .تعریف
  لكثیر الحدود الممیز ا بسیطا جذر1القیمة الذاتیة det( ) 0I A  . 

  كل قیمة ذاتیة لـP 1 قیمتها المطلقة أقل تماما من 1 مختلفة عن . 
 

 فالإستراتیجیة المتبعة تقوم ، ذلك عكس الأمرإذا كان.  نظامیةPنلاحظ أن أغلبیة المصفوفات 
  .   على تغییر تدریجي لهذه المصفوفات حتى تصبح نظامیة

  
  العلاج

لتكن المصفوفة  ijQ qبعد الت  ذاN N 1، حیث
ijq

N
 مهما یكن iو j . نستبدل

  من الشبكة بالمصفوفة التالیة   Pالمصفوفة 
   1 1P P Q      
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ي للمجال  صغیر ینتممن أجل  0,1 )قیمة لـ  غوغلیستعمل  نلاحظ أن مركبات . )0.15مساویة لـ
سلسلة ، فهي بذلك مصفوفة 1 كل عمود یساوي ها في مجموعأنو موجبة أو منعدمة Pالمصفوفة 

  .صغیر من أجله تختفي كل العلل نا وجود  التالیة تضمن لالمبرهنة. ماركوف
  

0 یوجد دوما ، مصفوفة انتقال سلسلة ماركوف معطاةP  من أجل.مبرهنة ، بالقدر الذي نرید صغیر ،
  .  نظامیةP المصفوفةبحیث تكون

مجموع مركباته فیه  یصبح بشكل انسهجَُالذي ن 1  المرافق للقیمة الذاتیةP الشعاع الذاتي لـ لیكن 
  .1یساوي 

)1، حیث Xشعاع كیفي غیر معدوم فمن أجل كل  ،P المصفوفة فیما یخص ,..., )t
NX p p مع 

 0,1ip  و 
1

1
N

i
i

p


 ،یكون   

   lim 2
n

n
p X 


  

  
   النقطة الصامدة لبناخمبرهنةالعلاقة مع 

التي عالجناها في  Banach   النقطة الصامدة لبناخمبرهنة أسفله هي حالة خاصة من المبرهنة
  لدینا .  بعدع علیهالِّتتطیمكنك تجاوز هذا الجزء إن لم . مقالة قصیرة أخرى

  
 رنعتب. صفوفة انتقال سلسلة ماركوف مPلتكن .مبرهنة   1

1
/ ,..., , 0,1 , 1

N
t

N i i
i

S X X p p p p


 
    
 

، 

 مسافةب ,d X Y هذه المسافة تتعلق بـ (نقاط ال بین مناسبةP(. على  نعرفS  التطبیق الخطي
:L S Sبالشكل التالي  L X PX.ن  إL  تقلص علىS یوجد : ، أي 0,1c حیث من أجل كل ب
,X Y Sیكون    

.      , ,d L X L Y cd X Y  
S یوجد شعاع وحید وبالتالي  یحقق  L  . 

0Xمهما یكن ف ،فضلا عن هذاو S نستطیع أن نعرف المتتالیة ، nX بالعلاقة التراجعیة 
 1n nX L X  .ومنه، lim nn

X 


 .  
  

 الإلمام قصد فقط ندرجه. یمكن تجاوزه و یتضمن بعض التعقیدdالمسافة  تعریف .d المسافة تعریف
یمكن فیها  التيحالة الید بفیما سیأتي، سنتق. الاستزادةوجهناه للقراء الراغبین في وانب الموضوع وبجمیع ج

 لیكن . إلى مصفوفة قطریةالمصفوفةرّد  1 2, ,..., NB v v v یمكن ئذ عند. أساسا من الأشعة الذاتیة 
X,كتابة الشعاعین  Y S الأساس وفق B :  

1 1
,

N N

i i i i
i i

X a v Y b v
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i,حیث  ia b  .ذلك المسافة ف بعدّنعر d   
. 

1
,

n

i i
i

d X Y a b


   

  . جمیع متتالیاته الكوشیة متقاربةأن  أي ، متریا تاماً بهذه المسافة یصبح فضاءSعند تزوید 
  

 ، فهي تمدنا بطریقة إنشائه،كثر من ذلكأتضمن  بل ،تضمن فقط وجود  لا المبرهنةهذه 
باعتباره نهایة للمتتالیة  nX . العمود . مثالنا السابقمن خلال هذا التقارب لقد أوضحناj  منnP و ه

nالشعاع 
jP e حیث  0,...,0,1,0,...,0t

je  هو الشعاع ذو الرتبة jبالتأكید.  من الأساس القانوني، 
 عن طریق حل الجملة  أن نجد مباشرة الشعاع كان بالإمكان  0I P X مرفقة للمصفوفة ال  

1 11 1 0
2 3

1 11 1 0
3 3

1 10 1 0
2 3

10 0 0 1
3

10 0 0 1
3

I P

    
 
    
 
    
 
 
 
 
 

 
 

  

16ن جمیع الحلول تكتب من الشكل توصل إلى أوعندئذ یمكن ال 14 , , 3 , ,
3 3

t

s s s s s 
 
 

. s حیث 

  ، حیث هوف 1 یساوي ه یكون مجموع مركباتالذيأما الحل 
.12 16 9 1 3, , , ,

41 41 41 41 41
t    

 
  

  
  حساب عملي للقانون الاستقراري

، مع ذلك، فإن إیجاد القانون الاستقراري و. الخوارزمیة التي تقف وراء البسیطة الفكرة قدمنالقد 
 عندما تكون  سهلةلیس مهمة) 1 (الموضحة في Pلمصفوفة ل 1الشعاع الذاتي للقیمة الذاتیة إیجاد أي 

 لهذا الضروریةسعة الذاكرة كذا جراء الحسابات والوقت اللازم لإف :الأعمدةیین الأسطر وللمصفوفة ملا
 في هذه أمرا غیر مجد Gauss مما یجعل استعمال طریقة حذف غوص.  تحدیا حقیقیانشكلایالغرض 

أكثر توجد طریقة . ة صغیرتلالتقسیم على معامإلى االطریقة  وحاجة ، الحساباتبسبب حجم ،الحالة
 القصیرة حول  المقالة تتجلى العلاقة معَّمن ثمو).  في المراجع[LM]أنظر) (2(ة تستعمل الخاصیة یفعال

نقطة الإنشاء تسمح ببخوارزمیة یزودنا  هان أن برهانّ التي تبیBanach  النقطة الصامدة لبناخمبرهنة
  .صامدةال

      حیث0X  منننطلقفنحن ، بالفعل
 0

1 1 1, ,...,tX
N N N
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وعلینا حساب   0lim
n

n
P X

عادة ما یعطینا .   0

n
P X تقریبا جیدا لـ  ، من أجل عدد وهذاn 

1n، نقوم بحساب ًاستقراء. 100 و 50محصور بین  nX P X یستغرق  هذا النوع من الحساباتً علما أن 
أیة مركبة ) 1(في الواردة  Pكون للمصفوفة لن تف طریقة إنشائها إلىا استنادذلك أنه . وقتا طویلا

دة لذا وجب علینا تفكیك الحساب للاستفا.  منعدمةPومن جهة أخرى، فمعظم مركبات المصفوفة . معدومة
  : فنكتب من هذه الخاصیة

. 1 1n n nX PX QX      
مركباته مجموع  ا شعاعX ه إذا كان أن منمن السهل التحققف، Qبفضل الشكل الخاص لـ 

0QX فإن 1یساوي  X. وبالتالي یكفي حساب المتتالیة   
. 1 01n nX PX X      

  
  خلاصة

 یمكنكم ومن هنا. محرك غوغل لـPageRank "ترتیب بیج " من خوارزمیةالعاملقد قدمنا الجزء 
عن طریق وذلك كم الشخصیة، إیجاد الحیل السامحة بتحسین رتبة صفحتتجربتها على شبكات بسیطة، و

 منها باستمرار، هاری تطویتم تعقیداأكثر   أخرىصةأجزاء خاهناك  .خارجیةداخلیة ووابط رل ٍ مثالیةٍإضافة
بمصفوفات تعكس ذوق المتصفح ) 1(الواردة في  Q "حایدةالم'التي تقوم على تعویض المصفوفة تلك 

كثیرا بالجهود التي یقوم بها أولئك الذین غیر مرتبط  الترتیب ٍهناك مساع أخرى ترمي إلى جعل و.للشبكة
  .یحاولون تحسین ترتیب صفحاتهم

ذكیة أدت إلى قفزة نوعیة في تطویر كفاءة  و،فكرة واضحةلاحظنا في النهایة، ماذا لاحظنا؟ 
في حد ذاتها یر عملیة التطوحتى لو كانت  .یة تجاریةمبراطورإ میلاد أدت أیضا إلى و،محركات البحث

وبوجه خاص ، "أولیة"لب سوى مفاهیم ریاضیة لا تتطالفكرة الجوهریة تمثل مفخرة في مجال الحساب فإن 
ما تحویل یَِالمتداولة نسبیا، س الریاضیة الأدواتهذه  أظهرت لقد . والاحتمالاتالجبر الخطيعلى 

كما سلطنا . "المعتاد"سیاقها  خارج  وفعالیتها بمجرد استخدامهاقوتها المصفوفات إلى مصفوفات قطریة،
 النقطة الصامدة لبناخ وذلك من خلال التعرض لمبرهنةم و العلحقل داخلِالموحدة الضوء على الأفكار 

  .  تطبیقات بعیدة عن وظیفتها الأصلیةعرفتالتي 
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