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��	��������� �������� �.�!"�# $�	������������ ����%	�& '�� �() �!� '� ����"� *�!��� 
�*�����	��� +�� $����", �	�	�����- ��	�� ������������! .��������� $,�� ��� �$�

.��� ���,� $# $,�� ������ ������ �%��,�!� ��� $�, /���0	���!"� .���$��������� ���1�2� '%

����� ��,�����	� ��3�)53��� ���]1([.
9��� $# ��, ��������:���	3 ����� ������ �%;��� *�� �$��(� $��	�	�� 9�< *��� 

�!��	&� �!=�- >	���$���� ��?� <�� $�����1���� .$@? �� ("� 9�<�
�� A!���� 
�� �%���� ��������� ���, <� �� �%���B»3 1n +«E�#� F��G� �� ���������H��IJH�H�Syracuse E

$� ��	�����KJ"�� ��L�, �Luther Collatz *�� 1937���&���� ���	 '���� L �# '���� ��� ����� 
1)53��� ���]2[�5J���http : //arxiv.org/abs/math/0608208v5 (.

M<� '% ������� '�� ��������������� ���!)	# *��� AB���� $B��� '��B����� �	�B?$��� 
Reuben Goodstein ���1944 )53��� ���]3[(������ '�� �9�!���"� .$# 9�< ��	��� 'B%

��	�� 5��� � ���# '��� ��� 	3 ��
� ��� ������L ���# N�	��� '���� B��� �B)O '% �B�� F�

PJ���� ���� ;����� 0.���"�� �3���� M<� ;!��� 53����� $����� *���� ��� ���.������ordinal 
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������������9�< *�� %���Q M<� ;�����L ���& ���� )53��� ���]4[(.����B1�� �B�� 
I���)	�$�	�� ��% ��,Hodgson)53��� ���]5[(���=�, ���� $� R,�	� :� ��������	�?$��� 

Goodstein �2��1�.

1.� ��������	
��������()�� 
�$���?	�� �"� �<)@�� ����,A(�� 		�� 266 .���� �		�� <�,�,'���� 		��,�,2� �

����3	��� T��# A%� 		�� >�J2)���# ]6:([8 3 1226 2 2 2= + +.F.��� ������� $���?	��
 �2��1�- ��	� '����0 266U =������ �������� .�!� ��&�!� 	�� 1U.��� ����,� '% U

T��- ������2T��-�� 3		�� V���� 1R�!� �&��� 		�� $� .<,�� 	3�% 
.8 3 1 8 3

1 3 3 3 1 3 3 2 6590U = + + � = + + = 
		�� <�� $# ��(� T��- '%3��9�,2��'��3 :8 33 3 2+ +.

A!��� 9�,2�� <� $�		3� $����� 2U�() $� T��- U����3T��-�� 4		�� V���� 
1����� R�!� �&��� 		�� $� �<,�� �������� 	� *	��� *� ����� 9���	 .�	3� .*" $��!� '���� :
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7 5.7 5.7 5 1 7 5.7 5.7 4 5765085

8 5.8 5.8 4 1 8 5.8 5.8 3 16777579

9 5.9 5.9 3 1 9 5.9 5.9 2 43047173

10 5.10 5.10 2 1 10 5.10 5.10 1 100000551

11 5.11 5.11 1 1

U
U
U
U
U

= + + + � = + + + =
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8 2 1 8 2 1 8 2 1
10

11 5.11 5.11 214359541

12 5.12 5.12 1 12 5.12 4.12 12 1 12 5.12 4.12 11 429982475U
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= + + � = + + + � = + + + =

 

�
	* 1:	�	�� ���-�������� �	�?$��� �2��1� 

# ��(� �������� 	�	� $�	��5��� 	��� '% 	3 .��	���� <� *�	��L W! <� ("� ����)
0 1U =$X% 1 1 1 0U = � =.�3# $�1

0 2 2U = =�!� �&��� �1
1 3 1 2U = � =�2 2 1 1U = � =�

3 1 1 0U = � =.	,@�� $,�� �< �������� $# $� ������ T2�� ��- 	��3		�� 	�# >	��� L3�

Y!���0��) '% ��2!�)� 51�� )���# 53��� ]7.([� $,�# ������� $��!� >�J 		�!� 2Z�&� �
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	�������- 	�	�� '%���� �	3 ��!"� ��L��		�!� ������� M266.��� �	
� �� <�� ��� 	����L 
��
� �������� $@���� ����� L.F�, $,���V�� ��!�� 1U������ 	�� ��<�� 	[�H��� $� 0	���1

'%WT��- 
���	����� ���� ����M(�# ����,�� ������ .�������� 	�	�� ���, <���������! '�� ��	�

 ��-266 $X% ����� 	���� >��� ���� '�� �(�"��� '% $�1��� T�- ���� �0��������� 
���PJ���� .0���3G�K�0����� �12'%5U.'�����0��� M<� @�:��I� $0����� U1$# ��, �0��� 
8��'���� ����	� $@�	���I�0����� 7... 

�������� �,� �,��?�� ��&�)� M<� $�$���?	�� $� $,�I�� '�� '� ����"� ;������ ���# 
���0.��, ���)	� ;3� <����	�� �� 		�-��������!\��G�� .��]�� $<�+�1��� <� �!�.

2.	�- 	���������$������
 +�*��	
	�	�,����������

����� �^!� '%�*	)��I��&��� ��=�J '% �&�� 5J�� 	�	�� F	�� �������� 		�- :���#

_�� �$̀�".R�# 9�< $,�������� ������ ����3� �&��� ;� ����J�� 		�- $��	)����������.
0�,% *��� 		�-���������G�\�� �!'������ 		�� *��2� .	J��)	#0�,2� M<� ]��3 '���1����

�����, Georg Cantor�����	� $��� ����� '% ��?� �L��� �!�!� '% �?� 5����.$# $,��

 ��&���9��� $@"		� "B� R��� ���� �� ��# �"�� ������� 		�- �, $� ��,# 		� ���# �� 		�
'��������� .�		��'����������� �� �'�R���1� +�R�!� 2� +���L R� �1�# ��� �... $�

�, $� ��,# '����� �^&# n� +�� � �+B� R��� ���� �<� .2�)���#53��� ]8.([���� 
-�, $� ��,# '����� �^&.n m� +)b��m$� �^&# '����� .n�(B�2�.�������� T2�� 
$X%�, $� ��,# '����� �^&# n m� +)b��m$� �^&# '����� n�(;�,���.
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0,1,2,..., ...
1, 2,..., ... .2

.2 1, .2 2,..., .2 ... .3

.3 1, .4,..., .n...
1,..., ,..., ...n

n
n
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�

�
� � � �
� � � �

� � � �

� � � �

+ + +

+ + +

+

+

$X% <,����B� +���� 1�� +*" �2�� +�... �2���2 1�� +�... �2�� �+�... �
3���... ����_�� �.�B� ��� 0�-'����� ����/"��!�� ������ ������� �,� �'�� ��.���$� �>�J 

B� �������.FJ�����	�� <� 	��� $,�� �������� ��$X% �B0����L �1�#0 1� +��&����
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�!�!�� .������ '%$# ��(� ������� �, ��!�!�� M<� ��	� >�� �,?� L ������ ��$� �2�
�� 
���������-$��������� M<� ����3� ��	�	� :$# $,�� c?��(���� $��� ����� 		�- ����3� 

�������.

-�./�� $������
 ��������� 
$�'% ;���������3� ������ ����$@? R�@?'% ;����� ����3� ���&� 		�- ;���� ��

 	�3 :������ $� ����) ��� ����3� �,�����^&# �&�� ��� .d����� ��&�)� M<� $�E'�� 
/"��'% �����3� ����&� 		�- T��# �53����� $����EL R�# ������ ��� ������� 	3�� $# $,��

 $��������������� �&J���� .��2����������� 	�3� U�2�� 5���� M<�� ���&�) .'���S����3�

	�	����# �{ }0 1, ,..., ,...nS U U U=.��(� $#�BS�&�� ��^&# �R�����.R�� 	�	� $� 	� 
��������0������ .'���� 		� 	3�� <��kb��� kU� =.�,�$# *!�� �� 1k kU U �+ < =�5�

$# ���(��1kU +'�������S�UJ��� �� ���F���� �.$<��� M<�� 	�3� L������� .Z��� <,��
 ;����� ��&�)	�3���� *��0����� �LL	��L "L�	�� ��� �����'"����&� ����3� '% 
����&� 		�-���?�����������.
M<� 	����(�e���	 �	������ ������� $���?	�� *	)��� F�, V�?�� -���"e �������� 		�

�2��1� $���?	�� ��������� ��!���� �3����.

3.��0�� 
.� $������ 0��� �����������	
� 
A%��� ������� �,$���?	�� �2��1������ �&J���� ������� 		�� $���������( )n�9�<� 

$� 	� �, '% T��- U�����nUB� �.'% T��# �^&# $# ������������$���?	�� ��2��1 
��2B� 	��� T��- $�, ���� �1�, '% 9�,2�� $X% 0��)nUT��-2n +.M<�� �&���

 �!� ��������������( )n�.�������!� �������B� �&�)� 266�$�,����- 	�	�� �� ��, '% $.���

��	3� '����:
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�
	*2:������ ������� �/"�� '�� �������� ��$���?	�� �2��1 

���f�?�� ������ �������� ( )n�� ���X%.	�$�-�!��������� ( )nU.�%�1e��� ��� 9�< 
'�%����� �&J���� .���2��� $# ��(�.	� $� ����� ��� 	�� R�!� �<� *��0���1���>	�X� 

$������� $�������:
���� $�,� $# *�	�� ��� T��- �!� ����� '% 'J���V���� R�� 1g*��� �J�� T2� '%� 

T��- ���^��)���� �� <� ��	3� '% 2$� ����� 	�� 1U��� 2U�$�� 2U��� 3U�

$��4U���5U(.
�����'J��� 9< *	��� $# .<=	�� 9�,2� �!� ��&�!��'���� 	�!� '��3 �T��- ���^� 	�� 

;3�"�,�"0�J �^&# R� �<� 9�,2�� 	� )���� �� ��, ��	3� '%2$� ����� 	��0U

���1U�$��3U��� 4U�$�� 9U��� 10U.( 

�H�(G��� �$������ '% $#n��^&# 	�	3� ���� $� �����R)53��� ���]9[(.
h���� ��	����������� ����, $�� ( )nU�( )n�������� 0 5U =.���J '� ��nA���� '��
0����� ��!3# $�n� �=W������ M<� '% ���J '� ��nUW������!� ������ 	�	�!� b	�� <��� $��

( )nU�( )n�W)��� 53��� ]10[(.
$# ��� �$Q� 		�-������;����� 0	�3 ��%3� (�	������� ��� ������� ����� �&J����

 $� �2�
����������.R�!�� 	3��'���� 		�mb��� 0m� =.����$�,�n nU ���, �3# $� 
n$��% $# d������1�# ���	� 0mU =.:*" $��%���������nU����	� 9�	�0�() $� R��� 		�

���)�	J����, $�,	3 .
$��$Q	��� �!� 	�A���! ��� ��������$���?	�� �J	 �,� ..������% �2!�)� ������ 

(�!J���	��� $# >���� ��<� !�#	�� $# ;��^�$����� ���("��� �A�� ��.
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4.�������� �����	
� 
���	���	��� 		�� 266���� R,�,2� A%� >�J-T��2:8 3 12 2 2+ +.2�� <� '% �9�,

� *�.�� �$�>���*	)���� T��- 2.$Q R� *���� �� <� $# ��(� <� �:13 2 1= +

�
13 2 18 2 2 += = . R����!� �&��� 	�	3 ��"�� 		�!226 ������ L �<�� �0��� M<� L�#		� 

#�^& $�T��-����� �#R.$,�� nm$� A!��� '�� $���?	�� ������� 0 266m =.f�?�e 	��

���'� 1m�������� $���?	��.��� �U		��2� R�% ��� $�,� �, '% T��-�3�*"V���1	����

 T��- $� ��,# 		� �# ������ $�	 �3���� ����,3.� �&��� ��&�!� ����,� �2&� ��2�,� M<�
 B� ������� 	�	�� �!�nm��	3� '% $.��� �� ��, 3)���53��� ]11:([ 

2 1

3 1 3 1

4 1

5 1

6 1 6 1

2 2 1 1
0

3 3 1 1 3 3 1
1

38

4 4 1 616
2

5 5 1 10921
3

6 6 1 6 6 5 4 3 2 1 217832
4

5

2 2 2

3 3 3 1 3 3 2

443426488243037769948249630619149892886 10

4 4 1 10

5 5 10

6 6 1 6 5.6 5.6 5.6 5.6 5.6 5.6 5 10

7

m

m

m

m

m

m

+

+ +

+

+

+ +

+

+ +

+

+

+

= + +

= + + � = + + =



= + + 

= + 

= + � = + + + + + + + 

=
7 17 7 5 4 3 2 1 48718225.7 5.7 5.7 5.7 5.7 5.7 4 10
+

+ + + + + + + 

�
	*�� 3

� >�� $�� $@% �N�	� 0��� M<� 	���� �����������*	�� ���� 5����� L ;����� ���, 
	� ;��� '%�������� 	�!9�< 5�� �������� �,, ��������� M<�% �$���?	�� ���� F���� ��� '����

��� ;������ �&J���� $�,� $# 0.'% R��? $������,R!��� ��$������<M��&)� ������ 	�� 
��������$���?	�� �2��1� .A�!� �������( )n�����������( )nm9�<� �, U��������� T��j� 

�B�..���� $$������ �"��� !������ ������� $# A������)������ T2�� ���!� �&���(�&J���� 
����� .*���� ���,�� �������� �, �!� $����� <�$���?	�� $-������ �� ��� <� '% ���� '�A��� 

���	�	� $� �^&#� 0�)���,$� �J# ��!,������ '% ��������$���?	�� �2��1�.(
L9?$# '% $����� <����3 ������1 ���# ����'%����� ���"������� �������� -		�

����&��� $� ]��)� ��� ��@�� ;���� ��� F)��������� ;��� �1�# �Peano  ��� ���# $� 
51����!�� R(.���!� $�, 51� $# ���2�#���� '%���� ��� �*�# �����3�� ����� ��^� ��)	�

� 		�-���������!��G�.�*��X% 9�< ;��� �^� $���, ����� ����� ����&� ��%�, $���?	�� '��
�!� P�� �������� �, $# $���?	�� ��� ;�����0!R�!���'����� $�% ����,�� $� �f���� $# 
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�)O $���� 	�3��� �!� �%��� ;���� ���F��@�� .;�3� �
�� <� $�F���� :L!J*	<� 
;�3� ���, ����'Laurie Kirby  ���� F�3�TJeff  Paris*�� 1982 ��#	�� 40$� ��� ���� 
�������� $���?	�� .	�%�\��"#�#R$,��.	� �����	�� $���?��� $���3 ����� Gentzen )1936 ('��

 ��"� *�3������� ;��� .�,����$� �*!�� �() ����� *�3��e *	� �	�^� Gödel<� $# *�3��L 
L'% R���"� $,��*��� ����� ���!�� ..*" $���	�� $# $�����1���!� 	�2�� $� T�� ��'% *��J�� 

$� b���9�< $�����!
�	�� 	J ��# 9��� $# L����� �:�!� $����� $,�� ;���� ��������$���?	�� ��� �2��1�

0� $� ]��)� $�	� ;���� <� ��� .# 9�< ���,�� R������� 1R�� $����3�� L �f����

'������ ��.��J *� 	��V$� $����� <� ��KJ $�?�� E. A. Cichon �<��)	# �������� $���?	��

 �2��1� *��1983)53��� ���]13[.($# *���� h���!� �Z1�� B� ��)	� ;!��� 9�< mE��H�k#H�

)m-tuplets (�9�,2� �(�����&����nUA%� T��- 2n +.;����� 51� '1��� ��, '�3���
 �!��9!B� mE��H�k#H��;����� <� $# ��!� ;���� ��)- 	�3 .

5.�������� �����	
� ��(�
1	2(�� ��)��	����hydra(
�,<$�"���� T����� '���,���� '%���� >�)# ����� ��� ����� �����?� 5���������

$���?	�� :�����	G��)#��� 53��� ]14([.<)#���!� M<� �����53��� $� A!���� �����- 
�+�&�J�� 	1 �	G��)�	���(<������T�
� ��<�� ���, ������� R��
� 	���� 

�������.� ��- A!��� ���% $�,� ���!G���	["�� (0�3?� .��# <� T�
��'�% �	�� �, '% 
*�J �����0�3?�.�5�J <�J���#� �� ��&�� ���<3�0�3?� �E����X� 9�< �&�� 5����

������E�	��� �	�� <��� �J(�� �!� 0	�3��� *��� $� ������� T#�� ��� $������ .$,�� $# 
T#�� 	/����0		��� A��� .'% >�� ���"�� ���� �!� R!2�# ��"�� ��KJ $� *	\�G�� '���, �T�����

� F�� $� 	��# �<��$�	�Hodgson �5K�IJ <� R�# �!���� '% T#��n���!� $� $X% �	G�� 
��,?� 	���n0	��� M<� A�% 	�3��� 0�3?� f�3 $� �)�� .��!��� �, '% $� �.��� f�3�

� ������� ����� +����� $� f�3�� �<�	��� ���< �$�!�����-������ Z1�� f�3� '������ 
$�!���A��- .



8

�������1

�������2

�������3

�������4

$,���!� $����� �,? $�, ���� R�# G���	����, ����� ��3�������J�� ��3������� 
�	�� $� F���� �)O '% $,���� �J�� $X%5�J��� �T�
�� �, 0	� 9�< ;!�� �� !��� �l	3 
l	3 .��, �$������������������� ;���� '% $���?	�� �	������� ��3?- A�%�� �!� ���� 

����� �������������� �&J���� �� ..�,�� 5����� $�J(�� M(�# �(�"��� $� �$# 0�3?!� $,�� R�@
 		������%# $,�� �����2����0���1��� '�� ���PJ����.���!� ��"�� 	�3�� 5����� �	�� �!� 
5J���:

http ://math.andej.com/wp-content/uploads/2008/02/HydraApplet.html 

6.5(��1�6(���&��� �/�7��8��� �90 �� 
��"� ��"�� <� ����*����(� �!� $� �",#	��& .'% ����G� R����- ��	� A���� $# T��

 �!� �,� ��%��=����� ���1����.%�������� E^� *�3��L *	� ����� �"��	�Gödel  �'��	J

��	� ��� �< ��1��� ����� �1�� ��=���� �#����� $# $,�� '�� ���=�,��$� l	3 0	��� ���@
 ��3� ����- ���1����		�-�,�!��G�� E% 	�3�� '� ��m�I� ������� P=�&) ��1��� ���=�,
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��	��)��3?# ��������� .(.��� ��,��"�� <� ����1�# �!� $����� $�, ��� ��#R� $�,� �3��� ���� 
A��� '% ��%�^� ����� �'%���������� ���� ������ *�� �^!� M<�...$�� ��� 9�< $�, ������� 

��J� ��������1 �.$,��% <,�� �!� $���� $# 		�-�� A!��� ��&�)������� ���� '% ����� 
'% T��� �����3�� A���'�� ����� ����������",� ���- $� F�1# �� .

�	�$#��"�� <���� �	�� ;�� ��� �)O ;�� $� �1�# �%	�� �A���.��� $.��� ��%��	�� '% 
T	�� 	�	� :��������� ��!�3� �!�� ��- 	���#���;�����'% Z�&� *" ������L ��� F���� �)O 
� �&J���� ��
���� 0	�� 		� R������)� $� )�#����� ���� $� f	�� *	��� ���#(.��,F?,� 

���$� ��"�� 0	=�2�$# $,�� '�� ��� ��	�� '% ������� ��@��� �^�& ����� �() $� ����3� 
��� ��	�� ���1� �",# �^�&9�	X� ��- A! 0���� :����F�?,�� $�, �������� $���?	��

�2��1�n��� �",# .�1�# ��� Z1� 	J� F�, ���,�I������ �!"�# ���	�	�3� ;�� *�% $� ������
 ��J 0����� ��)	��� 		�-�������!��G�� ���^�& '% ����� .l��)# 9�	X� ��"�� <� ��� Z���

��	J�� ��3����,�������,�� 	�	�� :����	J��?� ��!�3 �!�  	��� �������������...�1�#�

/��� �<� '�J�� ��?��L *��# ��	�	�M	��!��� M<� .
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