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�"��� 1:��	� 65@ ���	,�� G� C���������/� %� ����	/�I	

�� %�-�� %��� +#� ��� ���)�
��� ����	��
*�������.	��� ��$	 .�����	���$� %��
(, 
The analyst )"�1'����"(���
��-!17340!�)�'���, R��; George Berkeley �-#� ��/


 ���(	�������
	������� –, �$��� �	���K� ����&'*�C���'���	�� ������ �� .��� T�	)� %�; 
�
�� �� Jean Le Rond d’Alembert ��"&�;$
��� &-������"Encyclopédie Méthodique !�- 

1751 0%� ���	�������
	�� ����� 
��� E'- ����	-� &��$
�� .���6�(
�%���(�� %�/�� 0��,
 ��4� �U��	 08����� ��'�	�� ������ �����
	�5�� �� �.�!@�0A�# ���
-�$B �06�
 �(,
 %�)���-��
,�� !����,� �%Abraham Robinson0-�������	 �����
	�� ��/�,�	��� ����� ��#

�$, &'���.
%U�, �/�����,�!&�� %� %��
,�� �����
	����	 &/��
	� ����� &�	�������� &)���  � �� .���

 !��- �,D�V�
���!���� 6���D Thoraf Skolem #
� ��!�(1934 �$�'- ������ &-��;��� %� �
-
 �; %� �)5�
� &���		� ����� 0������� R#��
�� %��	 %� %��� ���'�� !�B
�W�
�� Peano.

���	��,�0R#��
�� ���- A�
� &�'	.��� XE��	&����) ��@ X������� �#$ .��� !�-19610%U�, 
����,�%��
,�� !E'- ��	(� 2��
3 �5. %� 02��;����&/*����ultraproduct ��@ R#��
 ��;� 0

����)���-Y�&�/�/��� ����-� G�	�� "�,��� &���
	��"Z�.��"����� &���
	�� ."�[�<� �#���+�� E'- 
����/�� ��@ ��'�	��.%��'
 �����3 2�; !D Edward Nelson  !�- 1977 ���� &'���,J,"&�\']�9�"



3

)���'��  �� (����/�� ��@ ��'�	�� .E(���� A�# ^�',� 6��� 0%��'
 C�� ��-��;��� &��B
 E�3
�\
]�<�predicate G����0( )st x0%- �U,(�%*���� %� x����) %*�� )�����(� G(� 0E�3 6���

���'�� "�����CX��
��X���	.��"1ZFC &��.�� ,85D &��B
�� +#$���'�� :���'��&���D��� 
idealisation 0&���F/���)����	�� ��(standardisation،����	��� 2transfer �(;� ��� ��@ ��'�	�� 

����/���$� ���
	�� .���	(
 %�
�
� E'-  �� �� ��'�4� �#����'���� G#�� E-�� "&��B

&�'.���� ��-��;���"IST.

�+#$ ���'����&��� a*�	
 85D�� .��D��� ��,� E'(�0�	�	� -%&�'�� ����	�� %�	-��;��%
1E�2E
��	%�����	� 	�
�� �#3 �/�� �#3 %����
(�� b�
 ��$� &����/�� 3.�����	� b�
 %� 

&�'���� �#3 I
�<��;��
- x����5� &���. V/�� &PX%�� �$
- ��,(	�� %��� &���. G�
C�� ���(	�� ���\
]�<�stX
d�I
������, �;��x����)�$//�� .� �#��� ��
*���� �$���(	 %��� �	��

 
���� &/���, &���,&����5� )&���'/	 (��
*�� 
������, ��&����) .�
��(	 �	�� ��
*����� ���-4�
��������� �� �$�'- :�D� ���-4�π�e0�U�4�� &�D'D��� ������ ��
*�� �� 0&�&����) 0%�� �$
�� 
0&���.�� &-��;��� �&�(�,��� ���-4� &-��;��&�/�/��� ���-4� &-��;�� �.
%� ��@ ��&-��;���&����/ %� %����		A'���
- ��@&����) .�!;
%-&�'�� ��;� &���D��� 

0&����/�� ���-4�  ��; %� �,�� ��-U!D %�� �$� �����) b�� 
������, e!��(�� E'-� �&-��;� ��
 A'�	 &�$	
� ��@�)4� E'-�����) b�� ���
- 4.%�	-��;���� �#������-��;� 	�%����) %�	 

�		��%�&����) ��@ ���
- .��$'1D�	
 6� H

1&'�; ���'����C �����X��
�� Fraenkel-Zermelo &�'��, &'��	�����	.�� hoiceC.
2#����#������� :��/	3%0%�	*���	� %�	���	�� %�	��,(�� �;� %�&�*�
D &)5- ��&����5� R)�
(� %� �	�	 �$	���

C�� ���(	�� %���\
]�<���st(:
)1(&�$	
� &����) &-��;� �� �;� %� F�;�� 0x8��, 0���y%� F�
��� ( ),R x y0
)2(�;��x�� �;� %� 8��, y0����) %d� ( ),R x y.

#����#���$���)����	��(:��/	 3&���. �� �;� %� 0%P&�J���) &-��;� ��� X�J���) 2CJ; �J;�� 0Y

���
-+&����/�� �����
- �,���, X&���.�� V/�	 �	�� P.&�'���� +#� �J
�� 2��J� &����P&�J��. 
� !� &����5�.
��%�
�� #����:��/	 3&����5� &���. �� �;� %� %P0( )P x&���� �� �;� %� xJ
�� �#3 �J/�� �#3 �

( )P x�� �;� %� &���� x����) .
3���� &���.�� E'- ����	�� &�'�� V�,�	 ( )P x:1 2x E x E∈ ⇔ ∈.
4,�
 0E��4� &����� �� V&�'�� �� &���D��� �&�*�
D�� &)5(�� E'- x y<e/,�
 0&�
�D�� &����� �� �$E'- &-��;��� 

&�*�
D�� &)5(�� �� 
�,	(��� &�$	
��� ��@x y≠.
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���V,�	 &����/�� ���-4� �� 04���@ ���-��&����/ .��� ���0����/(	 �D�� &�(����
�7�,�
 .U��
 C0&-��;��� +#� �� �����!;�%�, 0&�/�/��� ���-4� %� g��
� &D5D :

��-4� �� ��; 
������ &�/�/��� ������
	�������� )��� &,;����&,���(&��/��, �� �	�� 0
0����	 �;�� ����) �/�/� ��- �� %� �)� &/'���� 

��� ��; 
��,��� &�/�/��� ���-4���,��� &���
	� )��� &,;����&,���(&/'���� &��/��, �� �	�� 0
0�;�� ����) �/�/� ��- �� %� �,�� 

��,� %%�
D�� 0A�
����-4� ���-4�, 0G��,�� Z�	���� E'- 0�$	���	 C�;� �	�� "&',�/��
���/	'�"appreciable . 

�#3%����- �/�/� ��� ����� ���
	����/	'� 5,�) ��/
 03I
h+�
	� .��- %�� �#3� ���
	��
%���� I,�'/�� �,��� ������ ���
	�0�%���� ���5���	� ��@��) ��%�.��� &�/�/��� ���-4� &',�/��

���/	'� �&����) ��@ �� &����) %��	 %� %��� .�,	(
 �/�/��� ��(�� ��D��� ��,� E'- 10�6��
I��3 
��- �!��(� ��@ ����� ���
	�α0��/�/��� ��(�� E'- ���
1 α+�� 0����0���/	'� �,�) I
�� 

� ����) ��@ %� +�
	�� ���, ���)1.���;, ���-4� %� &,��� �;�	 0����) �/�/� ��- �� 
����/�� ��@ &�/�/���� &��/�� &���
	�I
� .1'	
 E	��
���; &)5- �.�
 �$�� .3 ��/
 %x"����
	�

;��
��"%�y%�� �#3x y−�0����� ���
	�&,�	���, A�# %- �U,(
� x y�.E��	� ��- &���
�� &�/�/��� ���-4� &-��;� �/�/�5&���
	�I
� 
��;�� .%d� �#����� ���-4����
	�5	 ����� &U�� %

&���00�/�/� ��- ���x���/	'� �,�) 0���� ����) �/�/� ��- &��� E�3 ��	
� &��$�� +#� ���
� 
��C;2����/����(�� A�#� .����� �� ��� �/�/��� !�/	���� ��D�	 �

��� 2&���� ���� ����  � 0

&�/�/��� ���-4� %�,����/	'� &',�/� ���-4�� &���
	�5�� 0�,��� %� ��'- &�/�/��� ���-4� &-��;� &',�/��
���/	'���		�,�� ���
- A'���
- A'	�	 � &,;���� �,��� �����
	�5�� &-��;� %� ��� 0���� .

�"���2:����/�� ��@ �/�/��� !�/	���� ��D�	 

<� �/�F��-��) �(,���&�X	�-�� ���5	.��,� ���-4�X9-�� &����	��� A'	 ��������� 
6������ .�#���0J, �
C�� �#3 ip������
	�5 0����� J,�app���-Y� ���/	'� &',�/���J,ig
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�����
	�5��,��� %�, 5D� %U�,
 %� �

��� :.ip app ip=،ip app app+ =،.ip ip ip=،

ip ip ig+ =.�

��� A�# %�� ��D�� %����	�� %����;�� !��	K i��/�� �-�
.

�%&'�� 1:���-4� ������� 0����� &���
	����/	'� &',�/��,��� &���
	�� 

���#� �2��	
 :���C� �� ��,� V/�	 &�/�/��� ���-4� &-��;�b���.�� ��,��� �#� ��/� H:
%�� �#3a�b%���-�/�/� %�,;�� %�8�� 0 a b< <�(�,� ��- �;�� 0n8��, na b>.&(�,�,
 0����� %�� �#3a�� ���
	��� ���%�� !�b0A�#�%����� n�� ���
	���,�.

������� ��  ����
�� %����(� �����
�#����)� 
���3 ������/�� ��@ ��'�	�� 0!	� %- ��,(	��!����� ���'�	� �������&����4�)0����$
��
�/	��� 0����	�������	�� 0V(� �;� %� &���,, &����/�� ��
*��� ��� 0%� "�	���	�� ���;�� �5:

( )nu��
 ���/		 &�/�/��� ���-4� &���		� l.�;� %�n�� �$
	�� 0�,�nu l�.
 ,�	��f�
- ��	�� a.�� �;� %�x a�%d� ( ) ( )f x f a�.
 ,�	��fE'- !�B	
�, ��	�� I.�� �;� %�x�y%� I%d� :

.( ) ( )x y f x f y⇒� �

 ,�	��f�
- V�/	�5� �,�) aI/	��� 0l.�� �;� %�x a�0( ) ( )f x f a
l

x a
−
−

�.
�%&'�� 2:!����� %- ��,(	�� &����� � ����'�	���'�	�� &�', ������� &����/�� ��@ 

"��	&���,�� k���� +#� &�/�
��� �������� ���
	 %� &���.��� 0+#� 0�$�'- !�/	 �	�� ����4�
,��/	 !���(� &���, %����,��
��,��� &���(��� .!�/
 +�
��  ,���� �� A�# E'- ��D�� �
���,&
��,�� 

&���	��� !�/��.
#	����#*�%
��� ����� 6:�,	(
 ��;�I%� �0�(,�	��/�/� �f��	�� �E'- I0���-��/�/� %�%

a�b��;��� %� I � a b<.�� �;� %� y%�, ����� ( )f a�( )f b�/�/� ��- �;�� 0c

%� ��;��� [ ],a b,8��( )f c y=.

50���;�� �#� �� =�	�
����4� �� ( )nu0l0f0a0I&����).
6#� ���
�� 	�
 0m�=I0f0a0b&����) .
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����� :%��� ����,D3+#� &
��,��� %� =��	�� 0y =�( ) ( )0f a f b< <�#�� 0%� ���� %��
&������ &����-.��%�ω���- �,��� ���
	��.UC;
i��;��� [ ],a b
��., ( )b a

ω
−0

( )
0 ,..., ,...,n

n b a
x a x a x bωω

 −
= = + = 

 
.

���%�m���� ����V/�� ( ) 0mf x >.%30m ≠7��� �0�mx�/�/� ��- h+�
	� I
4 
%�, �����a�b.J, C��
 cC;�I*����/�� .%��� #*�
- ( )1 0mf x − ≤�( ) 0mf x >0%��� 

1m mx x− �&*C;	�� 
��. %4�� ����� &���
	�mx c�.%#3 f�
- ��	�� c0
( ) ( ) ( )1m mf c f x f x−� �.%�� ���� ( )f c����)�%d� ( ) 0f c =.

"�������/�� ��@ ��'�	�� ���
/	 ���,	, ���� ��/	�� 2�C;� E�3 ������ &���
	�0��� 
��������� %���� R��. ���� ��(	�	 �� 0�������� �����0!�;��� !�C-�&���(�� 0�C����

�/D��... 0�� �#�� &�'���	�� ����(��� !��.	��, ���(�� &;#�
 .��D������,�� ��� +�
�� A�# ".

+�"�� �'� ���� 
�� %�S����) 
�� "�� R./
!�E�3 
���� 2�C;� ����
	�&����� �$���dz.!;���

dVg��	�� E'-  )���� 2C;'� z	 �� ��# &
����4� !;� �,��/ 6�
 ��/��2 2R z−g��	���� 
dzG� 0( )2 2dV R z dzπ= −.���	��,�, ���
 00 �;��E'- 

.( )2 2
R

R

V R z dzπ
+

−

= −∫
U!D %�� 

.
3

2

3

R

R

zV R zπ
+

−

  
= −  

  

��.4� ���%� "�	� 0
34

3
RV π=.
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�"��� 3:
���� !;� 

%� B�5
 ��
����4� !�;� g��;������� &���
	� G����;��, V����� ���� g��  ��/	�
�# ����� ���
	�G
��.�� dz��;�'� [ ],R R−��,	-�, &������  ,�	( ) ( )2 2S z R zπ= −.�#��

�#$� ����/�� 2C;���g��;��� –����	�� 6��(	 V�� ����/�� ��@ ��'�	�� !�$��,XG���� �����	�

( )
R

R

S z dz
−
∫.

%� �3��(� ����	�� �#�?/� �
���� !;� %4T�	/��� ���/	�� ���(� �� 5(� !�/�2C;�� !;� 
�,	(��� 0��I
��, ��	�� I
� ��/�� ���
	�� .A�#� ����� %��� %����
��.	�� 5D� ���/	�� b�


 &����,4�
���� &���� ����� ��
����.

�
�� +�%�,� �� #-���� 
�'�	�&B/��� =(, &����/�� ��@ ��
*����  � ���(	�� .� ��,� E'- 0��D�� Z�� 6��(	�� !��(	

� +5-� ����	�  ,�	 �
-���� �/�/� ��-0����) %�� �������) ��@ E'- ���
 0!�$�� "J�� 
S−����	��"� 0&�/
 �
- !�$�� ����
������, V���	
��	����  ,��	'� �
	�L�  � .5D� #.  ,�	�� 

#.�� G#�� �;����0� ����	 &,����� &�/�/��� ���-4� &-��;� E'- α&�/�/��� ���-4� &-��;� E'- 
0&,;����%� ��'- α�� ���
	� ���(� ��@� ���!. ,�	�� �#� %3 S−�
- ��	��0�� 
��� %4 

���
	���;�� ����� �D�	 ������ ���
	�α.�A�# !@� 0� ,�	���(�,�	�� b�� S−��	����
- 
ω
-%��� ��� ω�� ���
	���,� #3 %�

2
2

2

1 1 2ω ω
ω ω
+  = + + 

 
 b��%� ��/�� ���
	�� 2ω.��
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0 )���� �,	(
 ���
-(,�	�����) J�� %d� �S−����	�� ��/
 �� �
-%����!�B	
�, ����	��� n��
 E'-�0I, �
�) G#�� �������m��., �?�
o��  ,�	�� �(�,�	,� 0U� ,�	�� �#� %� &���,, %0%3� E	� 

E'- ���	�� %���0��	�� b�� �$� �!�B	
�, .
�'�	����(	�� ����/�� ��@ ��'�	�� 1.�	 ����#��� � ;��	��, ���	��� ��,� ���(	�� �
- �.

� 0��	(��� I'�� �B ��
V,�E'- ��,��� �#� m*��.�� &���'/	��0�$� %� &;�	
 1'�� a*�	
&�0����	�� 
�V��
�� �#� E'- R�.� �.�G#�� 0���	�� ���	��� �,	(
p�\/<� �� �,��@!&)����� :

%�	�P��.�� &�"������) %��".( )0P�(�,� ��- �� �;� %�� 0&����n�
�� �#3 0
( )P n%d� &����( )1P n +&���� .�� �;� %� 0%#3n0%d�( )P n���&�.���-4� ��� 

&�(�,��� #*�
- %��	&����).

>� �/�q,�
� V ;��	��, ���	��� ��,���@ m
 E'- G��'/	 I
4 >��
]�<���, �	st.�#��
�� ���	������� ���)�
	 ��, �� �, 0&���,, "��� ��@ .0 )���� ����,	-�, %���,�� %��� 
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