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��	 [�� �*�/� ��# 

!� ���� �� ��!�.�*�1�
 !�* ./� ���	����	 ��/�$�	 ,&1 ��5�'#H����	 �*�� /�Winkler "
1996 .
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�/��M	 .�% �^	 !�$* �*�!�1�*�
��	 '��	,5�� .������ �� ��� �� ���+ ��G!
 0	����
!�!� "��!�� ���$�X�
�* ���;�	��D��8��	 �	?�
�M	'*	������8����
� ��*	�����@�28/�
��� �

"��*$��	 !�!��	 0	����
 �*
 !�$�� D��8��	.�% 	��5�� �
 H���� '��	���$��	 ���+�.	&%��*�!���	"
�����	 ��
� ./�"���;�	�� D��8��	 �	?�
�M	'*	��� ��
���
 ���������� 
��*�
 '# ��#����	 

����+�	 0>f�0">f"��* �**N#D��8��	 ./� �!$
�	 '# '����	 2.a��(�	 ��!*	 .�% �� !�=��
 	&1 ���� ,5�� !�	��	 ���$��	 ���*� I*�D��8��	)��� ���� �C** 0G���/�>*� ./� �(/E��	 !���% 

� ����8� 0G��� H� ��5� ��5�)����� �* ��(* �!�	�("I*�� ��� ���
� '# @	����	 3��*��	
 ��+�	27.

"���+�	 ������ ���E�
 �*�: 	&%�����
 7�: �� c'��	 �>/�� �� �
(� !�!��	 ����f�&� 	
�(�(�������@�*�*G	
��� �"�**N#*��� ����	 �$�
�
 ��5� ./��(
���	 �� �/���.
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��E���	 �� C�GxH(� I*M �/�$����	 0���$��	 '# '*���	 H2���	 '#K����?&�	 ��E���	 
'E
*���=���	 ,&1 '# I#&� .�=+ �� ��+�	( ) 0=xf����$� 0�*	���M	 H�����*�	 �� 
{ }iC α×)U��C��/� �!��� �	� !$
iα!�� ?���� �	!�!��	 ����� ��5��	 ��&�(.&1��*
�	 ,

�*	���M	��>�� ���+�	 �@	�:��� c��/� ��� 7� ">�2�'��>*�	 �	���	 ./� ����/� :0<c

��5
27≥c.

�% ��
����	 0��/�$�	 @	��%!�B���G% ���� ��O ���� '# �	�	 ������/>�"?&�	 �����	 '# ��� 
�)�8* I/'/� ���# .'��* a��(�	
 7�>��	 ��O&>,8��	 ���� ./� A5�G	 ��>� ��@;��	 	&1 .

��	��=� :7�: !���%x�/���	 ���� U��
 ( )1 2( , ) 0 ( , ) 0y P x y P x y∃ > ∧ >����� ��/�
�� )( xyyxP −=,1�)( yxyxP ²1,2 −=.

Wf*$X�.��(�<	 ����'#���;�	�� D��8��	 �	?�
�M	'*	��� 
���� 0	;���05���� 
����0	!�!��	 .)�8* �� ��*�����	 ,&1 �7�(��	 	&1 '# "��*��7�!(�
 '8"�>
 �����	 ����*�	 ?�

�������	{ }3' 1, ², 1P x x= −.
W�� �*�/� "��*���	 �����	 '#*
�*D��8��	 �	?�
�M	'*	��� �������	 ��� ��'P.

��(�(��	 ��&��	 '# !�!��	 0	�����'P'1 0�1.�N# 	&�1�D��8��	 �	?�
�M	'*	���'D

4
 �
����	'P7��(� �1 ���5� 9�� .�% :] [0,∞−"{ }0"] [1,0"{ }1"] [∞,1.
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W�	!�!���	 ���� '1 ������	 ���� .k���
 ��(*�	 �� �*�$�	 ��
��	 ���� 'D:1W"0"
0,5 "1"2.* ��!*� R�$x
��(*�	 ,&> '#1P�2P./� ���* "0����*� ������ !�!��	 0	���� 

������	:
.{ } { } { } { } { }{ }1 , 1 , 1, , 1/ 2, 1 / 4 , 1, 1 , 2, 1 4y y y y y y y y y+ − − − − − − − 

!�!�� �>��	 ��!�!��	 0	���� ��&� &1 '#�����	 ,..��M	 ����*��	 '# "�����	 ��
� ./� 
�� C�5* '1 ��&��	 1−�1.'8# )7� ��� "�	��/� x"] [0,∞−������*�!� "�	��5�y: "
] [1,−∞−"{ }1−"] [1,1−"{ }1"] [∞,1.G���%D�8�� ²�.�% 5355523 ++++=��/� .
��^	"� �� �����3f#�*�� �� ��(*�	
����/���5��	 ,&1 �� ."�����	 ��
� ./� ��� �� 

�	 ��5��	9�� �(#	���	 .��M	 ��(*/�1−)�*�$�	x("����* �� ����0����*��	 �*�� ( 1, 2)− −"
( 1,1)−"( 1, 1)− −"( 1,2)−"( 1,0)−.!*� !�!��	 ?���� '# ��(*�	 ,&1 R��$�1P�2P"H����*

0G���	 ���* �� Q���� ���� U��
	��
��� !�!��	 .!(� 0G�� U5� !���% 7� ���*��� '1� "���#
�� �	��5� �	U5� .��M	)�*�$�	x:( ] [0,∞−"{ }0"] [1,0.�N# '�����
��E���	 �� ������	 0������	 

� ��#����	 �E��/( )1 2( , ) 0 ( , ) 0y P x y P x y∃ > ∧ >1':1<x.

3�4 ��
(��
� ��0�
 ��%2����
 
����7	!���	 ���;�	��� 0������	 �&�D��8��	 �	?�
�M	'*	��� �� ������ ��� 

0	���� �	�! ./� ?���� '��	 ������	!�!��	 .H����* ��� �� ��
$��	 �E/
 ������	 �� !�!$�	
�(/E��	 ��(�(��	 ��(��	 .���� �� ���� ,&1���
� ������	������� �	 '#���� 3/$�� G�
�	���� 
U����	 �����	 '# ���?&�	 �*/�$��	I�# �	0���>* "�[��(�	 7�(�	"0	��E���	 �� .�"D�& �� 52#
����� 0����$� D�*1 �2�� �*� F��� ���$���
B��!� �	 H� �	�!���� �(��*�	CBA =/)d#��� '��	 

CBA .=�0≠B(g�	!
��	 H����* ��� ��$�
���	 ��&��	�>�#��� ��
 :BA =�!�$� ²BA =�
0≥B.

.�% �#�2<�
� "D�& #'# '����� F2�� ��/��I/�����M	 "�� �� C�5*�(�������� '#
'���M	 �
��	?!i� .�%���(�'# �/���� 	*>� ��!M	!�/:��.

9��� ���C* 0�
�% �**��� "�����	 ��
� ./�Thales )� '��	I*� ./� k* 	&% 0$:� ��(*C

�1��: ���	! ./�[ ]BA,"����(����	 �N# ( )AC �( )BC�	!��$�� ('/� ���:�� �1�(*�	���A

�B1��'�	���	 ./� ( )0,0�( )0,b")�� C�G)�2� G 	&1 �����$
 ��1�
�	("���C'1
( )yx,.�� ��
$��	 7�� �	�5� �� !��$��	 7	!$*	'�/��	 @	!� ����$+/�AC �CB .)I*� C�5*
 ����	�$���'/��	 7����	 ��#����$
�M	 0	��E���	 .��� ��
 ����� �C� ������	��!
 .�� D�& 

	G# ���$��>)�
� 	& �� �����*�	��/� ���!
 ���0	��E���	 ��� !��:(.
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	 �� C�5* !�	�: ���$���
 �>
 7��(�	 ���� ���!*>�	 ��1	�
�r�*
�� Groebner . 0	�!M	 ,&1�
 �(�
*�	 ���
��	 ��!*>�	 ���!($�F���� �"F��� ���# "� '�>*��	 ����
 ��� ��0G!�$� 0	����
 !�!��	–*����>&% 0���	����	 ��
 F��� G�(� �� M	!�	!��!($�	
��� 9�� �.�
���*��# I�/� 
���!*>�	 )����	 �>/� �
(� G�!�8��G	 F��� ��+ .�% ���!�	�: ./� ��*
��	 3���	 r�
 g�*
�� .��
��� �%!(# �*��� D�& )k*� �� H� ����� �*�$� ����* �� ./� �$
���	 �(����	 0���	!�<	 R$
 

!	!�� ���� �� .�% ����
	)�����/.'�����
� !*>�	 '# 7�(� �� ����*�	 D/�# ��(�(��	 ��)./� ��*
��	
��(�(��	 !	!�M	 ������(.�"D�& �� 9�$�	 ./���2: ���� �� �������� ���(�(��	 ��!*>�	 '# 
G��� ���� ��
� �>*� H�!�2� �/��	 3��� 	
�	 0���	!�<�!($��.

����4���5��
 
!�($� �%0	7����	 �&�� �/�$����	 0���;�	���	 )!� !: ��1�#	�� [!��0	!�($��	 �� ��� "

�
����	'# �!�	��	 �	D��8�� �	?�
�M	'*	��� I����$# '# 7!(� ����� ��! 0���0	�*� �!$�.D�&
 �� ���;�	��D��8��	 �	?�
�M	'*	������� �8��2� ��2�� 0	��E���	 !!� '# '#��� �0	!�!��	 

/�$����	�.�7O� �*���	 '# 7!(���# D�& ?�C*�	)�	 ������0���;�	�("�	&� '/�$�	)�;>��
���� ���� ���	��(.�% [!� H2��	 ���� ?&�	 )���� �	;� G�	&1 �
�$� U�� (� �����	 �U��
� 

�8��� ."7���	 �����+� ����*"����(�	 ���(��	 ,&1 '# !(#X*Y80&0���;�	�� �D��8�/ �	?�
�
M	 '*	����� !�!$�	 '#�	 
�	�
�	 ��;�� .

������	k5� �!� �
� ,&1 �5� �� ���(��	.)�
� '># 9�� '2����	 3�*��	 �� �	���
./� 0��2����	 ����'��	 ���	�����	 0��2����	 9�� H� ���$�� "�
7!���� ����*IM	����� '#

 0�(�
����>� 9�� ��2����	 A��8�	 �/��� .�� 	&1 �� �+��� 3�*��	 ��
 ����(�	 ���(�	 0�:5$�	
����	� "������	 7/�� '2 	&� I�!i� ?&�	 ��!�	"�7���	 ����")�>�# ���� '��	 ������	 D/� ?�

7$*
 �� 5
 �	���	 (7/����;�	���	0�.3����	 	&1 '#� K/���.��8� !: '��	 �#����	 ��
 ��1�
�	
 ?�C*�	 ./� !��� ���;�	�� ��
� "���$# 0���;�	�� @�+*% ��� F2����
�	 ��$�	 ���1� '�!�>�	

.�%�>$����� ����(�	 0���;�	���	 ����� ."[��� �>� ��� �>C� �*1 '��	 0���;�	���	 !�($� [!� 
����X� ��f(Q!V� �*� 7Q$l/7����	 ��*���% H� t�
�#�; ./� ��(*
 �> .
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�	 ���!�*��� R�$���
/ .�% ?�*���	 ��1	�
���(/� ./� �
���*	 '#��!*>�	 �� �
�� .H��
&D��O���#�	 ������	 �2������+
 �>/$� �����$��	 �/>� �� �
:�
	������	 
� 0��� 7�!� 	���

�!��8�	 '# .�� ���*���	 �/����	 .I*� D�& �/�������� ����$��2����	 �E/� 0�D�& '# ��
 "A�2��
 7�����	�	?&���2����	 [!� !��$��	 �����	 '# ��*�2 I���*� �C� �� �
��O .�#"D�& �� 52 �N#

 '��	 
���*�	 ���8� 
��*�
 �>�!(�������	 ����2��
 9�� �*�2�� ��� ��>�!
 ���2�� ,&1 �/��� '#
����(�	 ���(��	.

60
���
 
Qepmax : https://github.com/YasuhaikHonda/qepmax: Maxima-qepcad-interface by Y. 

Honda with contributions by R. Oldenburg 

A. Tarski (1948): A decision method for elementary algebra and geometry. 

Rand Corporation Publication. 

F. Winkler (1996): Algorithms for Polynomials. Springer. 

St. Wolfram : Mathematica – A system for doing mathematics by Computer. 

 

1 http://en.wikipedia.org/wiki/Gödel%27s_incompleteness_theorems. 
2?!�*�<	 .��M	 �
���	 ���� k	�� 7	!����
 D�& ;�*� .D�& ����)'4/��	 74���/� �!�4�$��	 ;����	 7	!����


 ?!����	 7����	�∀�∃��(�*��	 �
	����
 �����	 ;����	 7	!���	� :;���	� "'8*/� 4� "�";4���	� "
4�"��(":

.( ) ( )( )xBAxxxBA ∧∃⇔∃∧

�� C�Gx'# �>C� GA.�
	��	� '/��	 7�����
 �/���� L�� ./� ���*�"��: "
,( ) ( ) ( ) ( )( )xBxAxxxBxxA ∨∃⇔∃∨∃


 	&��	� ?!����	 7����� �
	��"�: "
( ) ( ) ( ) ( )( )yBxAyxxxBxxA ∧∃∃⇔∃∧∃

U��y'# !���� ��O ��E�� A'#�B.�2�� �*�!�� �E���	:
.( )( ) ( )¬ ¬xA x x A x∃ ⇔∀ 

3���!��(�	 '# ���!�	��	 D/� ��� ��(�*��	 �
	���	 k	�� 7	!����
 D�& ;�*� 1�2k*�	 '# ����2���	 .

4 ( ) ( ) ( )( )( )0 00 0 ² ² ² ²x x x f x f xε δ δ ε δ ε∀ ∃ ∀ ≤ ∨ ≤ ∨ − ≥ ∨ − < .
5�*1�
� k*� 7�/$� ���� '# !�!� ����� �;������	 ��(�(��	 ��&��	 !!� �� ./� 7���+( , )a b3�48�	 ?���4�

( ) ( )b aσ σ−;��� U�� ( )cσ��(*�	 !*� 7���+ ������� ���*� ���+% 0	��E� 0	�� !!$� c.���� ��� 7���+ ���
 !�!� �����P>�/� �����	 ��>�*��	 ��������	 '># .4/� 9!4�/:� ���;�	�� 3�
�� !*� �PI(�+4� .4/�� 'P.
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�*�!�0P P="'1 PP ="2P�1 4� ��!�/:<	 ���(�	 ':�
 ��C* 0P./� 1PD��	�! 	&�1� ".!�!��	 �� ��
iP

��>�*� 7���+ ������� �N# �>����! k:�*�� !�!� 0	���� .��������	 ,&1 '# 7!$*��	 ��O ���M	 !��	 �% ��(�	 ���� ���
(�	 �1 4� �
�M	 D��+��	 7��P�'P.

6!�!��	 0	����� �������	 05��$��	 �
�$* ��(�<	 	&1 @�+*< P44� !�!��	 0	����� �>��% �C*�	 !*� nx"�4�� 
0	;����	 H��� &�=*05����	�� '��	 �� �:5�*	 �>
��� ���P.

7�����(�	 �� ������	 	&1 '# C�5*( )1 1 5
2

+�( )1 1 5
2

−!�!��	 ����� �	�&� ��1 ( ) ² 1P x x x= − −"

�����(�	 ���( )1 3 33
4

−�( )1 3 33
4

+�5��� �/��# '���*�*��	 H��(� '��(* 
3

² 1
xc

x x
=

− −
�3c x=

��&�
 ����
����	f'*���	 I(�+�� .


