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អត្ថបទដកស្រង់ចេញព ី
Klein Project Blog 

បបបបទបដល Google ច្វើការៈ េំណងទំនាក់ទំនង Markov និងត្ម្លៃ eigenvalues 

 ររៀបររៀងរោយអ្នកនិពនធៈ Christiane Rousseau។  

តាំងពីការចាប់់់់រផដើមដាំបូងបាំផុតរបស់់ Google, Google បានកាា យជា 
ឧបករណ៍ស្រាវស្រជាវដាំបូងបាំផុត ។ ការតរស្រមៀបទិនននយ័ទាំងរនេះតម 
algorithm  (The PageRank algorithm)  ជាមយួនឹងទិនននយ័ជារស្ររើន 
ទាំពរ័រៅរលើ World-Wide-Web រ ើយការស្រាវស្រជាវជារស្ររើន បញ្ចប់់  

រៅរោយលទធផលជារស្ររើនលានលទធផល។ ស្របសិនរបើការរាវរកមនិបានស្រតឹមស្រតូវតមលាំោប់់លាំរោយ រ េះការ 
ស្សែងរករបស់់រយើងស្រតូវបរាជយ័ និងគ្មា ននរណាម្នន ក់់អារស្រាវស្រជាវរករ ើញទិនននយ័ស្ដលខ្ាួនរង់់បានរៅកនុង 
រាំរណាមទិនននយ័រាប់់សិបលានស្ដលម្ននរៅរលើ world-wide-Web។ 

រតើ PageRank algorithm រធែើការររបៀបរម៉េរ? 

 រយើងនឹងពនយល់់អ្ាំពីបញ្ហា ទាំងអ្ស់់រនេះ។ ប៉េុស្នតមុនដាំបូង រយើងបង្ហា ញការស្រាវស្រជាវមយួរៅរលើGoogle 

រៅថ្ថៃទី ៤ ស្ខ្ មថុិ  ឆ្ន ាំ ២០១០ ស្ដលទទលួបាន ១៦,៣០០,០០០ លទធផល សស្រម្នប់់ Klein  project ស្ដល
រនេះស្រគ្មន់់ស្តជាការចាប់់រផដើមរលើកដាំបូងស្តប៉េុរណាណ េះរបស់់គរស្រម្នងរនេះ។  
ជាដាំបូង រយើងអារភ្ជា ប់់រូលរៅកាន់់ៈ 

http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/ 

រ ើយកអ៏ាររូលរៅកាន់់ៈ 

http://www.kleinproject.org/ 

រវបាយរមបងរគរៅរលើ Internet គឺ URL (URL= Uniform Resource Location) ស្ដលបង្ហា ញរៅរលើ
រវបាយស គមនគ៍ណិតវទិាអ្នតរជាតិ ( The International Mathematical Union ) : 

http://www.mathunion.org។ ពីរស្ររេះស គមនគ៍ណិតវទិាអ្នតរជាតិ គឺជារាំណុរសាំខាន់់រៅរលើរវបាយ 
រពលស្ដលរយើងបរងកើតការស្រាវស្រជាវ “ International Mathematical Union ” មា៉េងវញិរទៀតវារធែើការ ទាំ ក់់
ទាំនងរៅរលើស្ផនកសាំខាន់ៗ់ ជារស្ររើនថ្នទាំពរ័រវបាយ ។ រ ើយទាំពរ័មយួកនុងរាំរណាមទាំពរ័ទាំងរ េះគឺ  

http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/ 

http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/
http://www.kleinproject.org/
http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/
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ចាប់់ពីរពលរនេះ បនតរៅមុខ្កនុងកាំឡុងរពល ២ រៅ ៣ស្ខ្ ឬ ២ រៅ ៣ឆ្ន ាំ រយើងអាររជឿជាក់់ថាទាំពរ័រវបាយ 
http://www.kleinproject.org/ នឹងបង្ហា ញដាំបូងបងអស់់សស្រម្នប់់ការស្រាវស្រជាវ klein project ។ 
 រដើមបពីនយល់់អ្ាំពី algorithm រយើងយកគាំរូតមស្រកាបទិសរៅស្ដលបានបង្ហា ញខាងរលើ ។ រយើងកាំណត់់ 
យកផ្ទ ាំងមូលៗតាំណាងរអាយទាំពរ័ស្ដលសថិតរៅរលើរវបាយ និងសញ្ហា បញ្ហា ក់់ទិសរៅតាំណាងរអាយការភ្ជា ប់់ 
ទាំ ក់់ទាំនងពីទាំពរ័មយួរៅទាំពរ័មយួ ។ ដូររនេះទាំពរ័រវបាយនីមយួៗម្ននទាំ ក់់ទាំនងគ្មន ជាមយួទាំពរ័ដថ៏្ទរទៀត រៅ
រលើស្របពន័ធរវបាយទាំងរនេះ ។ កប៏៉េុស្នតភ្ជគរស្ររើនទាំពរ័ស្ដលរយើងស្រតូវការតម algorithm នឹងបង្ហា ញ ទាំពរ័ណា
ស្ដលលអ រ ើយម្ននារៈសាំខាន់់បាំផុត ។ 

 ឧទ រណ៍ៈ 

 

 

 

 

 

 

 ពកួរយើងស្រករឡករមើលរវបាយាមញ្ាមយួ ស្ដលបានបង្ហា ញនូវខាងរលើរនេះស្ដលម្ននរ ា្ េះសស្រម្នប់់ 
៥ទាំពរ័គឺ A, B, C, D និង E  ។ រៅរលើរវបាយមយួ វាអារភ្ជា ប់់ជាមយួទាំពរ័រផេងរទៀតបាន  ២ រ ឺ៣ទាំពរ័ ។ 
ស្របសិនរបើរយើងរបើកទាំពរ័ Aមយួ រ េះរយើងម្ននស្តមយួទាំពរ័គត់់ស្ដលអារបង្ហា ញបាន រ េះគឺទាំពរ័ B ភ្ជា មរ េះស្ដរ 
ស្របសិនរបើរយើងរបើកទាំពរ័ C រយើងនឹងបានទាំពរ័បីរផេងរទៀត ស្ដលម្ននទាំ ក់់ទាំនងជាមយួវា រ ើយរយើងអារ 
ផ្ា ស់់បដូររៅទាំពរ័រផេងរទៀតបានរោយង្ហយ ដូរជារៅទាំពរ័ A រ ឺ B រ ឺE ជារដើម ។ ដូររនេះរយើងស្រតូវរងចាាំថា 
យ៉េ ងរោរណាស់់កម៏្នន មយួទាំពរ័យ៉េ ងតិររៅរពលស្ដលរយើងបានរបើករូលទាំពរ័ណាមយួរ ើយរ េះ ។ 

 រយើងចាប់់រផដើមាកលបងរលងស្លបងរនេះ រស្រជើសររ ើសយកមយួទាំពរ័រោយថ្រដនយណាមយួកប៏ាន ប ទ ប់់ 
មក បនតអ្នុវតតការភ្ជា ប់់រៅទាំ ក់់ទាំ ក់់រាំររេះទាំពរ័ដថ៏្ទរទៀត ។ ឧទ រណ៍ៈ ស្របសិនរបើរយើងចាប់់រផដើមរៅរលើ 
ទាំពរ័ B រ េះប ទ ប់់មករយើងអាររធែើដាំរណើ របនតរៅទាំពរ័ A រ ឺ C រផេងរទៀត ជាមយួស្របូបាប 1/2 សស្រម្នប់់ករណី 
នីមយួៗ ។ ប៉េុស្នតស្របសិនរបើរយើង ចាប់់រផដើមរៅរលើទាំពរ័ D រ េះរយើងអាររធែើដាំរណើ ររៅទាំពរ័ A ស្តមយួគត់់ ជាមយួ
នឹងស្របូបាបរសាើ 1។ តមរយៈស្លបងរនេះ  

រតើរយើងនឹងបានទាំពរ័ណា ប ទ ប់់ពីរយើងរធែើដាំរណើ របាន n ជាំោន? 

 រយើងសរងេបទិនននយ័ទាំងរនេះ កនុងម្ន៉េ ស្រទីស P ស្ដលយកធាតុថ្នម្ន៉េ ស្រទីសតមជួររដក និង ជរួឈរ ជាតថ្មា
ស្របូបាបថ្នករណីនីមយួៗ ។ ទិនននយ័ស្ដលរយើងទទួលបានគឺ 

http://www.kleinproject.org/
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 រយើងសម្នា ល់់រ ើញថា ផលបូកតថ្មាតមជួរឈរនីមយួៗម្ននតថ្មារសាើនឹង ១ រ ើយធាតុទាំងអ្ស់់រ េះ 
ម្ននតថ្មាធាំជាង ឬ រសាើនឹង ០ ។ ម្ន៉េ ស្រទីសរនេះម្ននពីរលកេណៈសាំខាន់់គឺ ម្ន៉េ ស្រទីសនីមយួៗ គឺជាម្ន៉េ ស្រទីសថ្ន Markov 

chain process ស្ដលរគអាររៅថា Markov transition matrix។ វាស្តងស្តម្ននតថ្មារសាើនឹង ១ ជានិរច វាដូរគ្មន
រៅនឹងតថ្មា eigenvalue  ស្ដលតថ្មារនេះម្ននរាំររេះវុរិទរ័ eigenvector ជាមយួតថ្មា eigenvalue រសាើនឹង១  រ ើយ
ធាតុនីមយួៗរបស់់ម្ន៉េ ស្រទីសម្ននតថ្មារៅររ ា េះពី  0,1  និងផលបូកជួរឈរម្ននតថ្មារសាើនឹង ១ ។ ប៉េុស្នត មុននឹង
រ ាំលឹករឡើងវញិនូវនិយមនយ័របស់់តថ្មា eigenvalue និងវុរិទរ័ eigenvector រយើងរធែើការស្រាវស្រជាវពី ស្របរយជនថ៍្ន

ម្ន៉េ ស្រទីសស្ដលបានបង្ហា ញតមរយៈស្រកា ែថ្នរវបាយ ។ 

 រយើងគិតពិចារណារៅរលើអ្ស្រតបស្ស្រមបស្រមួលថ្រដនយថ្ន nX  ជាមយួនឹងតថ្មារៅកនុងរគ ទាំពរ័ទាំងរនេះ 
 , , , ,A B C D E  ស្ដលម្នន N ទាំពរ័ (រពលរនេះ N=5) ។ nX  តាំណាងរអាយទាំពរ័ស្ដលរយើងប ទ ប់់ពី n ជាំោន ។ 

រយើងកាំណត់់ ijp  ជាធាតុថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P ស្ដល i ជាជរួរដក រ ើយ j ជាជរួឈរ , មា៉េងរទៀត 
ijp  គឺជា ស្របួបាបម្នន

លកេខ្ណឌ  ស្ដលទាំពរ័ទី i គឺជាតទីួ n+1 រ ើយ ទាំពរ័ទី j ជាតទីួ n ។ 

1Pr ob( )ij n nP X i X i    

 ចាាំថា ស្របូបាបរនេះ គឺម្ននករណីអាររសាើនឹង n! ស្ដលរយើងអារនិយយបានថា Markov chain process ពុាំ
ម្ននការរងចាាំរៅកនុងអ្តីតកាលរឡើយ ។ វាមនិពិបាកកនុងការគូសប ទ ត់់តាំណាងស្របូបាបប ទ ប់់ពីរធែើបានពីរ 
ជាំោនរ េះរទ ស្ដលរយើងអារសរងេបវាបានរៅកនុងម្ន៉េ ស្រទីស 2P  ។ 

 រយើងបង្ហា ញស្រទឹសដីបទស្របូបាប ស្ដលម្ននស្របរយជនម៍យួរាំននួៈ 

2 2 1

1

Pr ob( ) Pr ob( )
N

n n n n n

k

X i X j X i and X k X j  



       

 និយមនយ័ស្របូបាបម្ននលកេខ្ណឌ គឺ 
 

 
2 1

2

1

Pr ob
Pr ob( )

Pr ob

N
n n n

n n

k n

X i and X k and X j
X i X j

X j

 





  
  


  

 រយើងរស្របើវធីិស្ដលធាា ប់់រស្របើកនាងមកៈ គុណ ស្រក នឹងរាំននួស្តមយួៈ 
 

 

 

 
2 1 1

2

1 1

Pr ob Pr ob
Pr ob( )

Pr ob Pr ob

N
n n n n n

n n

k n n n

X i and X k and X j X k and X j
X i X j

X k and X j X j

  



 

    
  

  
  



 ទំព័រទ ី4 

 

 ផលស្រកដាំបូងរសាើនឹងៈ 
   2 1 2 1Pr ob Pr obn n n n nX i X k and X j X i X k          

 ចាប់់តាំងពី Markov chain process មនិអាររងចាាំថ្នជាំោនពីមុន ដូររនេះ 

 

2 2 1 1

1

1

2

Pr ob( ) Pr ob( ) Pr ob( )
N

n n n n n n n

k

N

ik kj

k

j

X i X j X i and X k X k X k X j

P P

P i

   





       







  

 រៅកនុងឧទ រណ៍របស់់រយើងគឺ 

1 1 1 11
2 6 6 18

2 4 1
3 9 9

2
51 1

2 18 6

1
9

1 1
6 9

0

0 1

0 0

0 0 0 0

0 0 0

A B C D E

A

B

P C

D

E

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 គិតារឡើងវញិពីគាំនិតទាំងរនេះ វារាស់់ណាស់់ថាធាតុ ( )m

ijP  ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស mP  ស្ដលបានររៀបរាប់់ ពីស្របូ
បាប  Pr ob n m nX i X j    តយួ៉េ ងដូរជា 

32

0.293 0.293 0.293 0.293 0.293

0.390 0.390 0.390 0.390 0.390

0.220 0.220 0.220 0.220 0.220

0.024 0.024 0.024 0.024 0.024

0.073 0.073 0.073 0.073 0.073

A B C D E

A

B

P C

D

E

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ស្រគប់់ជរួឈរថ្ន 32P  គឺដូរគ្មន របេះបិទ ស្របសិនរបើរយើងរធែើការរស្រជើសររ ើសស្ផនកទសភ្ជគ៣ខ្ទង់់ រ ើយស្រគប់់ ជរួ
ឈរទាំងអ្ស់់ថ្ន nP  រពលស្ដល n>32  ។ របើសិនជារយើងរស្រជើសររ ើសតថ្មាស្ដលស្រតឹមស្រតូវខ្ពស់់ជាងរនេះ រយើង
សរងកតរ ើញតថ្មារនេះមនិស្ស្របស្របួលរទ រទេះបី n ធាំជាង ៣២ ករ៏ោយ ។ ដូររនេះប ទ ប់់ពី n ជាំោនមក តថ្មាស្ដល
រយើងស្រតូវយកគឺវាធាំលាមស្រគប់់ស្រគ្មន់់ រ ើយតថ្មាស្របូបាបថ្នទាំ ក់់ទាំនងទាំពរ័នីមយួៗមនិជាប់់គ្មន រៅនឹងទាំពរ័ ស្ដល
រយើងបានចាប់់រផដើមដាំបូងរ េះរទ ។ 
 រយើងពិចារណារៅរលើវុរិទរ័   

 (0.293,0.390,0.220,0.024,0.073)t   

   គឺជាវុរិទរ័តាំណាងរអាយជរួឈរ រ ើយ t  គឺវុរិទរ័តាំណាងរអាយជរួរដក ។ វាង្ហយស្រសួលនឹងពិនិតយ
រ ើញថា P   ។ របើសិនជារយើងគិតរលើ កូអ្ររោរនទី i ថ្នវុរិទរ័ t  គឺវាដូរគ្មន នឹងតថ្មាស្របូបាបថ្នទាំពរ័ទី i 
រៅខ្ណៈ n ដូររនេះ t គឺជាតថ្មាស្របូបាបថ្នទាំពរ័ស្ដលបានររៀបរាំរ ើយរៅខ្ណៈ n រ ើយវាកជ៏ាស្របូបាបរៅខ្ណៈ 



 ទំព័រទ ី5 

 

n+1 ផងស្ដរ ។ រគអាររៅ វុរិទរ័ថាជា តថ្មារបាយមនិស្ស្របស្របួល ។ តថ្មារបាយមនិស្ស្របស្របួលរនេះ គឺវាររៀបតម
លាំោប់់ថ្នទាំពរ័ទាំងរ េះ ។ ឧទ រណ៍ៈ រយើងតរស្រមៀបទាំពរ័តមលាំោប់់ B,A,C,E,D រ ើយរយើងបញ្ហា ក់់ថាទាំពរ័ 
B ជាទាំពរ័សាំខាន់់ជាងរគបាំផុត ។ 

 ករណីទចូ ៈ 
 ករណីទូរៅអារកាា យជាការអ្នុវតតយ៉េ ងពិតស្របាកដរៅកនុងឧទ រណ៍របស់់រយើង ។ រយើងតងរគ ទាំពរ័ 
ទាំងរ េះរោយ ស្រកា ែទិសរៅមយួ ស្ដលម្នន N ជាជរួឈរ កនុងរាំននួ N ទាំពរ័ថ្នរគ ទាំពរ័រនេះ រ ើយស្គម ទិស
រៅតាំណាងរអាយការតភ្ជា ប់់គ្មន ពីទាំពរ័មយួរៅទាំពរ័មយួ ។ រយើងអារសរងេបទិនននយ័ទាំងរនេះរៅកនុងម្ន៉េ ស្រទីស 
លាំោប់់ N N  ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P ជាមយួនឹងជរួឈរ j ជាស្ផនកទី j ថ្នទាំពរ័ស្ដលចាកររញ និង ជរួរដក i ជាស្ផនកទី i ថ្ន
ទាំពរ័ស្ដលស្រតឡប់់មកដល់់ ។ រៅកនុងឧទ រណ៍រយើង រយើងបានរករ ើញវុរិទរ័   បាំរពញរោយ P   ។ វុរិ
ទរ័រនេះជាវុរិទរ័ eigenvector ស្ដលម្ននតថ្មា eigenvalue រសាើនឹង ១ ។ ពកួរយើងរ ាំលឹករឡើងវញិនូវនិយមនយ័ 
eigenvector និង eigenvalue ៖ 
 និយមនយ័ៈ រគរអាយ P ជាម្ន៉េ ស្រទីសលាំោប់់ N N  ។   គឺជាតថ្មា eigenvalue ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P 

ស្របសិនរបើ X មនិស្មនជាវុរិទរ័សូនយ ស្ដល NX   រ េះរគបាន PX X ។ រ ើយវុរិទរ័ X រគរៅថាវុរិទរ័ 
eigenvector ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P ។ 

 រយើងអាររ ាំលឹកពីររបៀបរកតថ្មា eigenvalue និងវុរិទរ័ eigenvector ផងស្ដរៈ 
 អ្ាំណេះអ្ាំណាងៈ រគរអាយ P គឺជាម្ន៉េ ស្រទីសលាំោប់់ N N  ។ តថ្មា eigenvalue ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P គឺជារសឹថ្ន
ករនោមព ុធា det( ) 0I P    ស្ដល I ជាវុរិទរ័ឯកតលាំោប់់ N N  រ ើយវុរិទរ័ eigenvector ថ្នតថ្មា 
eigenvalue   គឺជាររមាើយមនិសូនយ ថ្នស្របពន័ធសមកីារលីរនស្អ្៊ែរ ( ) 0I P X   ។ 

 តមស្រទឹសដីបទ Frobenius ធា ថា សស្រម្នប់់ម្ន៉េ ស្រទីសស្ដលជាប់់ទក់់ទងនឹងស្រកា ែរវបាយ រយើងស្តងស្ត 
រករ ើញការរោេះស្រាយមនិស្ស្របស្របួលជានិរច។ 
 ស្រទឹសដីបទៈ (Frobenius theorem) រយើងពិនិតយរមើលម្ន៉េ ស្រទីស Markov លាំោប់់ N N  កាា យរៅជាម្ន៉េ ស្រទី
ស ( )ijP p  (ស្ដល  0,1ijp   រ ើយស្រគប់់ i, j និងផលបូកថ្នតថ្មាតមជរួរដកនីមយួៗ គឺរសាើនឹង i ស្ដល 

1

1

N

ij

i

p 



 )។ រ ើយប ទ ប់់មក 

 ១) 1   គឺជាមយួតថ្មា eigenvalue ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P 

 ២) តថ្មា eigenvalue   នីមយួៗ ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P , 1   



 ទំព័រទ ី6 

 

 ៣) តថ្មា eigenvalue ថ្នវុរិទរ័ eigenvector រសាើនឹង 1 រ ើយស្រគប់់កូអ្ររោរននីមយួៗ ម្ននតថ្មាធាំជាង 
ររឺសាើនឹង ០ ។ រោយមនិគិតពីឱកាសស្ដលបាត់់បង់់ រយើងអារគិតាា នទុកជាមុនថា ផលបូករលខ្ថ្នកូអ្ររោរន 
ទាំងរ េះរសាើនឹង 1 ។ 

 រពលរនេះរយើងាា ល់់អ្ាំពីផលវជិាម្ននរបស់់ស្រទឹសដីបទរនេះ។ រគ្មលបាំណងរបស់់រយើង រយើងនឹងបរងកើត 
សមាតិកមាមយួស្ដលថា ម្ន៉េ ស្រទីស P ម្ននវុរិទរ័មូលោា ន eigenvector   1 2, ,..., nB v v v  និងរយើងគិតថា 1v គឺជាវុ ិ
រទរ័   ថ្នស្រទឹសដីបទ Frobenius។ សស្រម្នប់់វុរិទរ័ iv  នីមយួៗស្រតូវម្ននតថ្មា i  ស្ដល i i iPv v  ។ រយើងយកវុរិទ័
រមនិសូនយណាមយួថ្ន X រ ើយ 1( ,..., )t

NX x x  ស្ដល  0,1ix   និង 
1

1
N

ii
x


  ។ រយើងបាំស្បកធាតុ X កនុង 

B: 

1

N

i i

i

X a v


  

 បររចករទសកនុងការរោេះស្រាយស្ដលរយើងបានរ ាំលងរចាលរៅកនុងរាំណុរមុន វាអារទញបញ្ហា ក់់ថា 

1 1a   ។ ឥឡូវរយើងចាប់់រផដើមគណ  PX 

1 1

N N

i i i i i

i i

PX a Pv a v
 

    

iv
 
គឺជាវុរិទរ័ eigenvector ថ្នតថ្មា eigenvalue i  ។ រ ើយរបើសិនជារយើងពិនិតយរឡើងវញិ រយើងទទលួបាន 

1

n
n n

i i i

i

P X a v


  

 ស្របសិនរបើតថ្មា i  
សស្រម្នប់់ i>1 ស្ដល 1   រ េះ 

1 1lim n

x
P X a v 


   

រនេះបញ្ហា ក់់ថានឹងម្ននបញ្ហា អ្ែីរកើតរឡើង រាំររេះឧទ រណ៍របស់់រយើង!! 
 រទេះជាយ៉េ ងណាករ៏ោយ ស្រទឹសដីបទមនិបានធា ថា ម្ន៉េ ស្រទីស P នីមយួៗអារបាំរពញតស្រមូវការតមការ 
បា៉េ នាា នរបស់់ស្រទឹសដីបទរឡើយ។ រយើងនឹងររៀបរាប់់អ្ាំពីបញ្ហា ស្ដលអារនឹងរកើតម្ននរឡើង និង វធីិទប់់ាក ត់់ ។ 

 បញ្ហា បដលអាេចកើត្មានច ើងៈ 
 តថ្មា eigenvalue 1 ស្របស្ លជារសាើនឹងផលគុណរសឹថ្នករនោមព ុធារបស់់ det( ) 0I A    

 ម្ន៉េ ស្រទីស P ស្របស្ លជាអារម្ននតថ្មា eigenvalue   រផេងរទៀត ម្ននតថ្មាធាំជាង 1 ជាមយួម៉េូឌុយឡូ 
រសាើនឹង 1 ។ 

 រតើស្រតវូរធែើដូររមដរកនុងករណីរនេះ? 
 រយើងរស្របើអ្នតរម្ន៉េ ស្រទីស Markov រដើមបបីរញ្ា ៀសបញ្ហា ទាំងឡាយស្ដលអាររកើតម្នន ស្ដលរគរអាយរ ា្ េះ 
ម្ន៉េ ស្រទីស Markov តមរយៈ 
 និយមនយ័ៈ អ្នតរម្ន៉េ ស្រទីស Markov រនេះម្ននភ្ជពរទៀងទត់់ស្របសិនរបើ 

 តថ្មា eigenvalue 1 គឺជារសឹធមាតថ្នផលគុណព ុធារបស់់ det( ) 0I A    
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 ស្រគប់់តថ្មា eigenvalue   ទាំងអ្ស់់ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស P ធាំជាង 1 ស្ដលម្ននម៉េូឌុយឡូតូរជាង 1។  

កត់់សម្នា ល់់ថា ម្ន៉េ ស្រទីស P ភ្ជគរស្ររើនគឺម្ននភ្ជពរទៀងទត់់ណាស់់ ។ ដូររនេះ ស្របសិនរបើម្ននម្ន៉េ ស្រទីសណាមនិស្របស្រកតី 
រយើងស្រតូវរេិះរកយុទធា្សដណាមយួរដើមបបីរងកើតរអាយម្ននម្ន៉េ ស្រទីសស្ដលម្ននភ្ជពរទៀងទត់់មយួយ៉េ ងតិរ។ 

 វធីិទប់់ាក ត់់ៈ រយើងពិចារណារៅរលើម្ន៉េ ស្រទីស ( )ijQ q
 
លាំោប់់ N N  ស្ដល 1

ijq
N


 
រាំររេះស្រគប់់ រាំនួន

គត់់ i, j រយើងរធែើការផ្ា ស់់បដូរម្ន៉េ ស្រទីស P ថ្នរគ ទាំពរ័ រៅជាម្ន៉េ ស្រទីសដូរខាងរស្រកាមៈ 
(1) (1 )P P Q      

 សស្រម្នប់់តថ្មា   តូរមយួ ស្ដល  0,1   (តថ្មា 0.15   ធាា ប់់បានរស្របើរៅកនុង Google) បញ្ហា ក់់ថា ម្ន៉េ
ស្រទីស P  

រៅស្តម្ននធាតុធាំជាងររឺសាើ ០ រ ើយផលបូកធាតុថ្នជរួឈរនីមយួៗ ម្ននតថ្មារសាើ 1 ស្ដលវារៅស្តជា 
អ្នតរម្ន៉េ ស្រទីស Markov ។ តមស្រទឹសដីបទ បញ្ហា ក់់ថាម្ននតថ្មាតូរមយួ   ណាមយួស្ដលរធែើរអាយបញ្ហា  ស្រតូវរកើត 
ម្ននឋតិរៅនឹងថកល់់មយួកស្នាង ។ 
 ស្រទឹសដីបទៈ រគរអាយ អ្នតរម្ន៉េ ស្រទីស Markov នីមយួៗម្ននតថ្មាវជិាម្នន   តូរមយួតមស្ដលរយើងរង់់បាន 
ដូររនេះ ម្ន៉េ ស្រទីស P  គឺមនិស្ស្របស្របួល ។ រអាយ   ជាវុរិទរ័ eigenvector ស្ដលម្ននតថ្មា eigenvalue 1 សស្រម្នប់់ម្ន៉េ
ស្រទីស P  រ ើយរធែើរអាយផលបូកថ្នកូអ្ររោរនម្ននតថ្មារសាើ 1។ សស្រម្នប់់ម្ន៉េ ស្រទីស P  រអាយវុរិទរ័ មនិសូនយ X 

ស្ដល 1( ,..., )t

NX p p  ជាមយួនឹង  0,1ip   និង 
1

1
N

ii
p


  រ ើយ lim( )n

n
P X 


 ។ 

 ការភ្ជា ប់់ជាមយួនឹងស្រទឺសដីរាំនុររថរ Banach: 

 ការយកអ្តថបទខ្ាីៗសាំខាន់ៗ់ រាំររេះស្រទឹសដីបទរាំណុររថរ Banach ស្រទឹសដីបទខាងរលើ អារម្ននលកេខ្ណឌ  
ពិរសសសស្រម្នប់់ការអ្នុវតតរនេះ ។ រយើងអាររ ាំលងស្ផនករនេះស្របសិនរបើអ្នកមនិបានអានអ្តថបទខ្ាីៗស្ដលម្ននារៈ 
សាំខាន់ៗ់ ដថ៏្ទរទៀត ។ 
ស្រទឹសដីបទៈ រអាយម្ន៉េ ស្រទីស P ជាអ្នតរម្ន៉េ ស្រទីស។ រយើងគិតពិចារណា   1 1

/ ( ,..., ), 0,1 , 1
Nt

N i ii
S X X p p p p


     

ជាមយួនឹងរម្នៃ យស្រគប់់ស្រគ្មន់់ d(X,Y) រៅររ ា េះរាំណុរជារស្ររើន (រាំណុររនេះអាស្រស័យនឹងម្ន៉េ ស្រទីស P) ។ រៅរលើ S 
រយើងគិតថាលីរនស្អ្៊ែរថ្ន :L S S  រងអុលបង្ហា ញតមរយៈ L(X)=PX ។ ការរធែើដាំរណើ រការរបស់់ L បានបស្រងួម 
រៅជា S ស្ដលម្ននតថ្មា  0,1c រ ើយស្ដល ស្រគប់់ ,X Y S , ( ( ), ( )) ( , )d L X L Y cd X Y  ។ 
 ម្ននវុរិទរ័ស្តមយួគត់់ S   ស្ដល ( )L    

 ម៉េាងវញិរទៀត តថ្មា 0X S
 
រយើងអាររងអុលបង្ហា ញសែុីត  nX  តមរយៈការស្ណ ាំ ស្ដល

1 ( )n nX L X   ប ទ ប់់មក lim n
n

X 


  ។ 

 និយមនយ័រម្នៃ យ d: និយមនយ័រម្នៃ យ d គឺជារាំណុរស្របសពែ និង រ ាំលងរៅកស្នាងរផេងរទៀត ។ រយើង
អារបស្រងួមវាបានរោយស្រគប់់ស្រគ្មន់់សស្រម្នប់់ការអាន សស្រម្នប់់អ្នកស្ដលស្រតូវការ ។ រយើងកាំណត់់រោយខ្ាួនឯង រៅ
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តមករណីស្ដលម្ន៉េ ស្រទីស P គឺអារម្ននលទធភ្ជពបរញ្ច ៀស ។ រអាយ  1 2, ,..., NB v v v   ស្ដលវាជា មូលោា ន
ថ្នវុរិទរ័ eigenvector ។ វុរិទរ័ ,X Y S  អារសររសរជា វុរិទរ័ B  

1 1

,
N N

i i i i

i i

X a v Y bv
 

    

ស្ដល ,i ia b   ប ទ ប់់មករយើងអារទញបានថាៈ 

1

( , )
n

i i

i

d X Y a b


   

 ជាមយួនឹងរម្នៃ យរនេះ S គឺអារបាំរពញកស្នាងម្ន៉េ ស្រទីស ដូរជាស្រគប់់ស៊ែែីត Cauchy រមួ ។ 
 ស្រទឹសដីបទរនេះ មនិអារបាំរពញស្រគប់់ស្រគ្មន់់ថ្ន វុរិទរ័    ប៉េុស្នដរអាយវធីិមយួរដើមបកីាងវារឡើងវញិ ដូរជា 
ការកាំណត់់សែុីត  nX ។ រយើងធាា ប់់រ ើញការបកស្រាយថ្នការបស្រងួមរៅកនុងឧទ រណ៍របស់់រយើង ។ តមពិត 
ជរួឈរទី j ថ្នម្ន៉េ ស្រទីស nP  គឺជាវុរិទរ័ n

jP e  ស្ដល (0,...,0,1,0,...,0)t

je   គឺជាវុរិទរ័ទី j ថ្ន ការស្បងស្រកជាមូល
ោា នស្រគឹេះកាណូនិរ ។ 

 រៅកនុងឧទ រណ៍របស់់រយើង រយើងអាររករ ើញវុរិទរ័   តមរយៈការរោេះស្រាយស្របពន័ធ (I-P)X=0 

ជាមយួម្ន៉េ ស្រទីស 

1 1
2 3

1 1
3 3

1 1
2 3

1
3

1
3

1 1 0

1 1 0

0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

I P

 

 

 





 
 
  
  
 
 
 
 

 

 រយើងស្សែងរកថា ស្រគប់់ដាំរណាេះស្រាយគឺជាទស្រមង់់ 16 1
(4 , ,3 , , )

3 3

tS S S S S
 
សស្រម្នប់់ S ។ លទធិផលថ្ន

ផលបូកកូរអ្ររោរន រសាើ 1 ដូររនេះ   គឺ 12 16 9 1 3
( , , , , )
41 41 41 41 41

t   

 ការស្បងស្រកការគណ រដើមបរីអាយម្ននភ្ជពង្ហយស្រសលួៈ 
 រយើងម្ននគាំនិតស្រតឹមស្រតូវតិរតរួសស្រម្នប់់ algorithm ។ រទេះជាយ៉េ ងណាករ៏ោយ ការស្សែងរកវុរិទរ័ ដូរ
ជា វុរិទរ័ eigenvector  ថ្នតថ្មា eigenvalue 1 សស្រម្នប់់ម្ន៉េ ស្រទីស P  កនុង (1)  គឺវាមនិស្មនជាការង្ហរតូរតររ េះ
រទ រពលស្ដលម្ន៉េ ស្រទីសម្ននរាប់់រយរន់់លានជរួឈរទាំងពីរ ទាំងការគណ តមម្ន៉េ សីុន និង ការបង្ហា ញាា រតី
បកស្រាយពីបញ្ហា ពិតទាំងរនេះ ។ ជាធមាត វធីិបាំបាត់់ Gauss គឺវាស្រតូវការរដើមបសី្ស្របកាា យ រមគុណរអាយរៅតូរ ។ 
ការដាំរណើ រការ algorithm បរងកើតរអាយម្ននការរស្របើស្របាស់់ លកេណៈ(២) (រមើល[LM])។ ទាំងរនេះអារបរងកើតការត
ភ្ជា ប់់ជាមយួអ្តថបទស្រទឹសដីបទខ្ាីៗរបស់់ស្រទឹសដីបទរាំណុររថរ Banach  ស្ដលនឹងពនយល់់ បានថា ស្រទឹសដីបទរាំណុររថរ 
Banach បានផដល់់រអាយ algorithm អារាងសង់់រាំណុររថរមយួ ។ 
 ជាការពិតណាស់់ រយើងអារចាប់់រផដើមជាមយួ 0X  ដូរខាងរស្រកាមៈ 
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0

1 1 1
( , ,...., )tX
N N N

  

រ ើយរយើងស្រតូវការការគណ  0lim( )n

n
P X


 ជាធមាត 

0

nP X  ស្ដល n រៅររ ា េះ ៥០ រៅ ១០០ រអាយតថ្មា 
ស្របស្ លដល៏អមយួថ្ន  ។ ការស្ណ ាំរអាយរយើងគណ  1n nX P X   ការគណ ររបៀបរនេះពិតជាស្វងឆ្ៃ យ 
ខាា ាំងណាស់់ ។ តមពិត រោយារស្តការបរងកើតម្ន៉េ ស្រទីស P  កនុង(១) មនិម្ននធាតុ 0 រទ។ រៅរលើធាតុដថ៏្ទរទៀត 
ភ្ជគរស្ររើនថ្នធាតុទាំងរ េះគឺ 0។ ដូររនេះ រយើងស្រតូវបាំស្បកការគណ រលខ្រោយយកស្តរាំនុរសាំខាន់ៗ់ ស្តប៉េុរណាណ េះ 
ស្ដលៈ 

1 (1 )n n nX PX QX      

 ពីរស្ររេះទស្រមង់់ពិរសសថ្ន Q គឺវាង្ហយស្រាយបាំភាថឺា របើសិន X គឺជាកតត ថ្នផលបូកធាតុនីមយួៗរសាើនឹង 
1 រពលស្ដល 0QX X ។ ដូររនេះ វាស្រគប់់ស្រគ្មន់់សស្រម្នប់់ការគណ សែុីតរនេះ 

1 0(1 )n nX PX X      

 សននោិា នៈ 
 រយើងបានបង្ហា ញជាាធារណៈ ថ្នរាំស្ណកមយួរបស់់ Google’s PageRank algorithm។ អ្នកអារម្នន
បទពិរាធនស៍្រគប់់ស្រគ្មន់់ ជាមយួនឹងរគ ទាំពរ័ធមាត និងការស្សែងរកលបរិរដើមបរីធែើរអាយស្របរសើររឡើងកនុងការ 
តរស្រមៀបទិនននយ័ថ្នទាំពរ័របស់់អ្នក តមរយៈការបស្នថមការទាំ ក់់ទាំនងទាំងខាងកនុង និងខាងរស្រៅ។ ការង្ហរខ្ាេះ ម្នន
ភ្ជពឥតរខាច េះ ស្ដលវារមួរាំស្ណកកនុងការអ្ភវិឌឍនជ៍ាខាា ាំង ។ ពកួវាខ្ាេះរកើតរឡើង ស្ដលបានផ្ា ស់់បដូរ “ neutral ” ថ្ន
ម្ន៉េ ស្រទីស Q កនុង (១) តមរយៈម្ន៉េ ស្រទីសជារស្ររើនស្ដលម្ននរៅរលើរគ ទាំពរ័ ។ ការធា រផេងរទៀតបញ្ហា ក់់ថា ការ
តរស្រមៀបតថ្មារនេះ គឺមនិអាររអាយដឹងស្រគប់់ស្រគ្មន់់ស្ដលជារ តុ ាំរៅរកនរណាម្នន ក់់អារម្ននលទធភ្ជពរធែើរអាយ 
ស្របរសើររឡើងរាំររេះការររៀបរាំរគ ទាំពរ័របស់់ពកួរគ ។ 
 រសរកដីសននិោា នទូរៅៈ រតើរយើងបានរធែើការអ្រងកតរលើរអ្ែើខ្ាេះ? ធមាតគាំនិតវយ័ឆ្ា តវា ាំរៅរកការរករ ើញ 
របកគាំរ ើញដធ៏ាំមយួស្ដលស្រគប់់ស្រគ្មន់់កនុងការស្សែងរករោយម្ន៉េ សីុន រ ើយវាជាកាំរណើ តថ្នស្របភពរណិជាកមា។ 
ស្របសិនរបើការគណ រោយខ្ាួនវាម្ននភ្ជពមនិស្រតឹមស្រតូវ ដូររនេះគាំនិតដាំបូងស្រតូវការ “ធាតុ” ថ្នគណិតវទិា ស្ដល រអា
យរ ា្ េះថា ពីជគណិតលីរនស្អ្៊ែរ និងស្រទឹសដីបទស្របូបាប ។ ទាំ ក់់ទាំនងជាសដង់់ោថ្នស្រទឹសដីគណិតវទិាកនុងអ្ងកត់់ 
ស្រទូងពិរសសថ្នម្ន៉េ ស្រទីស ស្ដលវាម្ននស្របសិទធភ្ជពរៅរពលស្ដលរគយកវារៅរស្របើរៅខាងរស្រៅថ្នបរបិទធមាតរបស់់ 
ពកួរគមយួ។ រយើងម្ននស្ផនកសាំខាន់់ផងស្ដរ ស្ដលរមួផេាំគាំនិតរៅកនុងវទិាា្សត ជាមយួនឹងស្រទឹសដីបទរាំណុររថរ 
Banach ស្ដលបានអ្នុវតតន ៍ដូររនេះវាោរ់់ស្រសឡេះពីទស្រមង់់រដើមរបស់់វា ។ 
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