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អត្ថបទដកស្រង់ចេញព ី
Klein Project Blog 

ការច ើលភាគលអតិ្ដ៏ត្ូេបំផុត្តា   Banach កនងុការស្រែងរកេំណុេនឹង ួយ 

 ររៀបររៀងរោយអ្នកនិពនធៈ Christiane Rousseau។ 

កនុងអ្ត្ថបទដខ៏្លីរនេះរយើងនឹងបង្ហា ញពីររបៀបដដលរយើងចាបរ់ផដើម
ពីដលបងមយួដតូ៏្ចរករោយរ ើញរទឹស្ដីមយួកនុងចំរោមរទឹស្ដី
ដដលសំ្ខានជ់ាងរេននេណិត្វទិាដដលមានរ ម្ េះថា
“ស្ទរឹដបីទ Banach ននេណុំេនងឹ”។ រទឹស្ដីបទរនេះមានការ
អ្នុវត្តដអ៏្ស្ចា រយទងំកនុង និង ររៅេណិត្វទិា។ កនុងចំណុចទី៣ 
រយើងនឹងនិយាយអំ្ពី ការអ្នុវត្តមយួដេ៏រួរោយទកទ់ញកនុងរូប 
ភាពដដ៏ស្នចាស់្។ ប ុដនតចូររដដ ត្ោរមមណ៍រៅរលើដលបងរបស់្ 
រយើង រ ើយរមើលរៅេរមបននរបអ្បម់យួដល៏បលីាញ េឺរូបរោ  

រស្ើច។ រៅរត្រចៀកខាងស្ចដ ំ កជ៏ារូបរោរស្ើចដដរ។ ចំរ េះរេបចំ់ណុចទងំអ្ស់្រៅរលើេរមប េឺដូចោន របេះបិទ
រៅនឹងរូបរៅរត្រចៀកខាងស្ចដ ំ។ ភាពដូចោន រនេះ េឺជាអ្នុេមនពី៍េរមបរៅនឹងរត្រចៀកខាងស្ចដ ំរបស់្វារ េះឯង 
ដដលរយើងនឹងរៅវាថា F ។ ត្យួា ង ដូចជាចុងចង្ហា របស់្រោធំ ដូចោន រៅនឹងចុងចង្ហា របស់្រោតូ្ចរៅរត្រចៀក
ខាងស្ចដ ំអ្ញ្ា ឹងដដរ។ រពលរនេះ រយើងមានសំ្នរួតូ្ចមយួេឺ : រត្ើមានចំណុចោដដលរត្វូបានបញ្ជូ នរៅខ្លួ នវាវញិ 
តាមលំ ខំាងរលើឬរទ? រៅរត្ងរ់នេះ របើមានចំណុចរ េះ រយើងនឹងរៅចំណុចរ េះថា ចំណុចនឹង ។ របើមាន 
ចំណុចនឹងដមន រ េះវាេរួដត្ស្ថិត្រៅកនុងរត្រចៀកខាងស្ចដ ំ។ ប ុដនតរត្រចៀកខាងស្ចដ ំរនេះ រតូ្វបានបញ្ជូ នរៅរត្រចៀក 
ខាងស្ចដ ំននកូនរោតូ្ច។ រយើងរ ើញថា រូបភាពទងំមូលរៅរត្រចៀកខាងស្ចត ំ ហាកដូ់ចជារមួរៅចំណុចមយួ 
ដដលរយើងតាងរោយ A  រ ើយ Aជារោលរៅននស្រមាយបញ្ជជ ករ់បស់្រយើង។ 
 ឥឡូវ ចូររយើងចាបរ់ផដើមជាមយួចំណុចោមយួ ឧទ រណ៍ថា រៅចុងចង្ហា រេតាង 0P ។ ប ទ បម់ក 0P  

បញ្ជូ នរូបភាពរៅ  1 0P f P ដដលជាចុងចង្ហា ននស្ត្វរោតូ្ចរៅរត្រចៀកខាងស្ចដ ំរបស់្រោ។ ត្មករទៀត្ 1P  

បញ្ជូ នរូបភាពរៅរោយ 2P  ដដល  2 1P f P  ដដលជាចុងចង្ហា របស់្រោ រលចរឡើងរៅរត្រចៀកខាងស្ចដ ំ 
ននរោតូ្ចជាបនតប ទ ប។់ រយើងកត្ស់្មាា ល់រ ើញវត្ថុបី៖ 

1. រយើងោចនឹងបនតការស្រងាត្រ ូត្ដល់ចំននួមនិកំណត្ម់យួដដលបរងាើត្បានជាស្វុីត្  nP  ដដល  1n nP P   

2. រយើងស្រងាត្រ ើញថា មានដត្ចំណុចចំននួកំណត្ោ់មយួននស្វុីត្ប ុរោណ េះដដលរមើលរៅរ ើញចាស់្ រឯី
ចំណុចដនទបនតរទៀត្ មនិោចរមើលរ ើញរ េះរទ។ ជាការពិត្ោស់្ រពលរយើងពរងីករូបភាព រ េះរយើង
ោចរ ើញរូបរោនឹង បានប ុ ម នដំណរទៀត្។ ប ុដនត រទេះជារយើងខំ្ររបើឧបករណ៍ពរងីកយា ងោករ៏ោយ 
ករ៏យើងោចរមើលរ ើញរូបរោរ េះដត្ចំននួកំណត្ោ់មយួរទៀត្ប ុរោណ េះ។ រយើងរៅដត្មនិោចរមើល 
រ ើញរូបរោរៅរត្រចៀកខាងស្ចដ ំរ េះបនតប ទ បដ់ដដល។ 

3. ស្វុីត្រនេះហាកដូ់ចជារមួរៅរកចំណុច A ដូចពីមុនអ្ញ្ា ឹង។ 
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រយើងររជើស្ររ ើស្ចំណុច 
1Q  ោមយួរផេងរទៀត្ រ ើយបរងាើត្ស្វុីត្  nQ  ដដល  1n nQ F Q  ។ 

រយើងនឹងបានរ ើញថាស្វុីត្  nQ  នឹងរមួរៅរកចំណុច A  ដត្មយួ។ ជាការពិត្ោស់្ រយើងកត្ស់្មាា ល់ 
រ ើញថា តាមលំ បំនតប ទ បរ់ទៀត្ពិត្ជាមានចំណុច A  ដត្មយួេត្ ់ េឺជាចំណុចរបស្ពវននបណដុ ំ រូបភាពដដល 
រៅនឹងរត្រចៀកខាងស្ចដ ំ ខិ្ត្រៅរក 0 ។ 

រត្ើរទឹស្ដីបទ Banach ននចំណុច នឹងរបាបរ់យើងពីអ្វីខ្លេះ? វានឹងរបាបរ់យើងថា តាមពិត្អ្នុេមន ៍ F  មាន
ចំណុចនឹងដត្មយួេត្រ់ េះមាននយ័ថាមានចំណុច A  ដត្មយួេត្ន់នបលងដ់ដល  F A A ។ ជាងរនេះរៅរទៀត្ 
វាកជ៏ាការពិត្ផងដដរថា របើរយើងចាបចំ់ណុច 

0P  រ ើយរយើងបរងាើត្ស្វុីត្ { }nP  ដដល  1n nP F P   ប ទ បម់ក
ស្វុីត្រ េះ នឹងរមួរៅរក A។ 

 ប ុដនត រត្ើរ តុ្អ្វីបានជាវារមួរៅរក A  អ្ញ្ា ឹង? រត្ើនឹងមានអ្នុេមន ៍ F  ោរទៀត្ដដរឬរទ ដដលរមួរក 
ចំណុច A? ជាការពិត្ោស់្ មនិមានរទ។ ជាឧទ រណ៍ របើបំណករស្ចយមយួរៅរលើបលងោ់ម នចំណុចនឹង 
រ ើយអ្នុវត្តន ៍     2, 1 ,G x y x x y    មានចំណុចនឹងពីរ  1,0 ។ អ្នុវត្តន ៍  F  េឺជាដលបងដដលមាន 
លកខណៈពិរស្ស្របស់្រយើង។ វាេឺជាដំរណើ ររមួមយួ។ ជាការពិត្ោស់្ រូបភាពតូ្ចជាងដដនកំណត្។់ របើ 
ចំណុចពីរ P  និង Q  មានចមាា យរោយដផនក រ េះរូបភាពរបស់្វាេឺ  F P  និង  F Q កានដ់ត្ជិត្ជាងោន ចំណុច 

P និង Q។ សំ្រណើ ររនេះពិត្ជារតឹ្មរតូ្វឥត្រខាា េះររ េះកនុង 2  រយើងោចវាស់្ចមាា យរវាងពីរចំណុចរផេងោន  
បាន។ ររ េះកនុង 2  េឺជាលំ រមរទិច។ វាជាលកខណៈពិត្ដដល F  រមួររ េះរៅរពលដដលរយើងបរងាើត្ស្វុីត្ 

 nP  រ េះរេបអ់្វីដដលជាចំណុចចាបរ់ផដើមេឺវាជាកល់ាក ់ ( រទេះបីជារយើងរមើលរៅលំ រំ េះឆ្ងា យ ឬជិត្ ឬតាម 
រយៈមរីកូទស្េន ៍ ឬតាមមរីកូទស្េនអ៍្េាីស្នីករ៏ោយ) រ េះររកាយពីចមាា យ N  ោមយួដដលោរស័្យរៅនឹង 
ចំណុចចាបរ់ផដើម រ េះរេបធ់ាតុ្ ,nP n N  ននស្វុីត្ កាល យរៅជាមនិោចរមើលរ ើញ ឬមនិោចដបងដចងរោយ
ោចពី់ោន បាន។ រយើងនឹងរៅវាមដងរទៀត្រៅចំណុចររកាយដដលស្វុីត្មានលកខណៈដបបរនេះរៅថា ស្វុីត្កូសីុ្។ 
កនុង 2  រយើងមានលកខណៈដដលថា រេបស់្វុីត្កូសីុ្មានលីមតី្។ រយើងរៅ 2  ជាលំ រមរទិចរពញ។ 

I. ស្ទឹរដបីទ Banach ននេំណុេនឹង  

រពលរនេះ រយើងមានរេបរ់ោននូ់វររេឿងផេសំ្រមាបក់រណីទូរៅ រ ើយរយើងោចបរងាើត្នូវរទឹស្ដីមយួ។ 
រទឹស្ដីបទ( រទឹស្ដីបទ Banach ននចំណុចនឹង ) តាង K  ជាលំ ររមរទិចរពញ ដដលមានចមាា យរផេងោន  

ននពីរចំណុច P  និង Q  កំណត្រ់ោយ  ,d P Q ។ តាង :F K K  ជាការបរងាើត្ មាននយ័ថារកើត្មានរឡើង 
នូវ  0,1c  ដដលចំរ េះរេប ់ ,P Q K  រ េះរេបាន       , ,d F P F Q cd P Q ។ ត្មករទៀត្  F  មាន 
ចំណុចនឹងដត្មយួេត្េឺ់ A K  ដដល  F A A ។  

រយើងនឹងកំណត្នូ់វរេបក់រណីដដលរកើត្រឡើងកនុងសំ្រណើ ររនេះ។ ដផនករនេះទូរៅជាង រ ើយោចទុកវាសិ្ន 
របើអ្នកខ្វល់ពីការអ្នុវត្តនប៍នតរ េះ។ រយើងបានដឹងរ ើយថា ចមាា យរវាងចំណុច P  និង Q  េឺរៅកនុង 2 ។ 
រត្ើរយើងបរងាើត្សំ្ណំុ K  រោយររបៀបោ? 

និយ ន័យ  ចមាា យរៅរលើសំ្ណំុ K  េឺជាអ្នុេមនកំ៍ណត្រ់ោយ :d K K   ដដល 
1. ចំរ េះរេប ់  , , , 0P Q K d P Q    

2.  , 0d P Q   លុេះរតាដត្ P Q   

3. ចំរ េះរេប ់      , , , , , ,P Q R K d P Q d P R d R Q    ( វសិ្មភាពរតី្រកាណ ) 
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រយើងស្ចា ល់លកខណៈទងំរនេះដដលបានបញ្ជជ កច់ាស់្នូវចមាា យអឺុ្េលីដកនុង 2 ។ 

ឥឡូវរយើងររបើរឡើងវញិនូវនិយមនយ័ននស្វុីត្កូសីុ្ដដលបានរោយនិយមនយ័ននបញ្ជា ត្តិននស្វុីត្។ ររកាយ 
ចំននួកំណត្ោ់មយួននធាតុ្ រេបធ់ាតុ្ដនទទងំអ្ស់្មនិោចដបងដចកពីភាពខុ្ស្ោន បានរទ។ រយើងកប៏ានរៅ 
រឡើងវញិផងដដរនូវនិយមនយ័ននស្វុីត្រមួ។ 

និយ ន័យ  
1. ស្វុីត្  nP  ននធាតុ្ ជាលំ រមរទិចK  ជាស្វុីត្កូសីុ្ចំរ េះ 0    

មាន N , ,n m N   រ េះ  ,nd P A   

2. ស្វុីត្  nP  ននធាតុ្ជាលំ រមរទិច K  រមួរៅរកលីមតី្ A K  ដដលចំរ េះរេប ់ 0   មាន N

ដដលរេប ់ n N  រ េះរេបាន  ,nd P A   

និ យន័យ  
លំ រមរទិចK  មយួជាលំ រមរទិចរពញ របើស្វុីត្កូសីុ្  nP ោមយួននធាតុ្K  រមួរៅរកធាតុ្ A ននK ។ 

រត្ើរយើងោចរស្ចយនូវរទីស្ដីបទចំណុចនឹងបានរោយររបៀបោ ? ភាពមានដត្មយួេត្ន់នចំណុចនឹង ជា 
វធីិដដលង្ហយ។ តាមពិត្រៅ ឧបមាថា A  និង B  ជាចំណុចនឹងពីរ រ េះ  F A A  និង  F B B ។ 
ជាងរនេះរៅរទៀត្ របើ F  បានបរងាើត្រឡើង រ េះ       , ,d F A F B cd A B  ដូចរនេះ    , ,d A B cd A B ។ 
ចរមលើយដត្មយួេត្េឺ់  , 0d A B   រ េះបញ្ជជ កថ់ា A B ។ 

ដូចដដលមានរស្ចប ់ បញ្ជា ត្តិននការរស្ចយបញ្ជជ កស់្ចមញ្ាោស់្៖ រយើងបានរករ ើញរចួមករ ើយ 
វារៅកនុងដលបងរបស់្រយើងជាមយួរោរស្ើចរ េះ។ រយើងចាបយ់កចំណុច 0P K ោមយួ រ ើយរយើងបរងាើត្ស្វុីត្ 

 nP ( ដូចពីមុនដដរ ) ដដល  1n nP P   រ េះស្វុីត្រ េះជាស្វុីត្កូសីុ្ រ ើយលីមតី្របស់្វាជាចំណុចនឹង។ 
(ជាការពិត្ោស់្ ការបង្ហា ញនូវស្រមាយបញ្ជជ កពី់ររនេះ រតូ្វការស្កមមភាពមយួចំននួ ប ុដនតរយើងនឹងមនិ 
បករស្ចយនូវបរចាករទស្លំអិ្ត្រ េះរទ។ អ្វីដដលសំ្ខានរ់ េះ ជាដំរោេះរស្ចយដូចោន កនុងករណីទូរៅននលំ  
រមរទិចរពញដស៏្មុេស្ចម ញកនុងករណីដស៏្ចមញ្ា រនេះK  )។  

េំនិត្កនុងការរស្ចយបញ្ជជ ក ់ មនិរតឹ្មដត្ស្ចមញ្ា  និង របកបរោយអ្ពភនដរញ្ជា ណ ប ុដនតដែមទងំ
មានភាពអ្ស្ចា រយជាររចើនផងដដរ។ វាជាការផដល់រោយរយើងនូវ វធីិរោេះរស្ចយតាមដបបវភិាេរលខ្កនុងការបរងាើត្ 
ចំណុចនឹង A  មយួ។ រនេះបានបង្ហា ញថា ការអ្នុវត្តនជ៍ាររចើនននរទឹស្ដីបទរនេះ ោចនឹងរស្ចយបញ្ជជ កប់ានទងំ 
ដផនករទឹស្ដីបទ និង ដផនកអ្នុវត្តន។៍ 

II. ការអនុវត្តន៍កនងុការវិភាគ 
មយួកនុងចំរោមរទឹស្ដីអ្នុវត្តនដ៍សំ៍្ខានន់នរទឹស្ដីបទ Banach ននចំណុចនឹង េឺជាស្រមាយបញ្ជជ កដ់ដល 

មានរស្ចប ់ ផេនឹំងភាពមានដត្មយួេត្ន់នស្រមាយបញ្ជជ កន់នស្មកីាររផេង យា ងរេបរ់ោននិ់ងរទៀងរទៀត្។់ កនុង
ការអ្នុវត្តនរ៍នេះ លំ រមរទិចរពញ K  េឺជាសំ្ណំុននអ្នុេមន ៍ រ ើយអ្នុវត្តន ៍ F  បំដបលងអ្នុេមនម៍យួរៅជា
អ្នុេមនរ៍ផេងរទៀត្ ( រយើងដត្ងដត្និយាយថា F  ជារបមាណវធីិ )។ វធីិបង្ហា ញដអ៏្ស្ចា រយ េឺរោេះរស្ចយរក 
ចរមលើយននស្មកីារឌីរផរ  ងដ់ស្យល របើសិ្នជាមាន េឺជាចំណុចនឹងននរបមាណវធីិ F ។ 

អ្នកោចនឹងបានសិ្កានូវស្មកីារឌីរផរ  ងដ់ស្យលស្ចមញ្ាៗ រ ើយបានររៀនពីលបចិកនុងការដស្វងរក 
រូបមនតរដើមបរីស្ចយរកចរមលើយ។ ស្មកីារឌីរផរ  ងដ់ស្យលទងំអ្ស់្រនេះ ពិត្ជាោចរោេះរស្ចយរោយររបើរូបមនតបាន 



 ទំពរ័ទី 4 

 

ប ុដនតស្រមាបស់្មកីារឌីរផរ  ងដ់ស្យលដនទរទៀត្ ោម នរូបមនតរដើមបរីោេះរស្ចយរឡើយ។ ដូរចនេះកតាត សំ្ខានន់ន 
រទឹស្ដីបទរនេះ ធា អ្េះោងពីភាពរកើត្មានរឡើងននចរមលើយ។ អ្នកមនិេរួភាា ករ់ផអើលរពករទ ដដលថាោម នរូបមនត 
កោ៏ចផដល់ចរមលើយរៅរស្ទើរដត្រេបស់្មកីារឌីរផរ  ងដ់ស្យលទងំអ្ស់្។ ជាការពិត្ សូ្មចាបោ់រមមណ៍នូវស្មកីារ 
ឌីរផរ  ងដ់ស្យលស្ចមញ្ា ដូចត្រៅ 22' xy e  ចរមលើយរបស់្វារករ ើញរោយ 2xy e dx   អ្នកោចនឹងចាថំា 
បរមាបក់នុងរមររៀនរបូបាប លីីរត្ និង ស្ថិតិ្បាននិយាយថា ោម នរូបមនតោដដលោចរធវើរពីមទីីវរលើអ្នុេមន ៍

2xe  

បានរទ។ ដូរចនេះ រ តុ្អ្វីបានជារយើងរតូ្វរោេះរស្ចយរោយររបើតារាងរលខ្រៅរពលររៀនពីចាបន់រ័មា ល់?  
III. ការអនុវត្តន៍កនងុការពស្ងួ របូភាព 

វធីិដល៏អបំផុត្កនុងការទុករូបភាពមយួកនុងអ្ងាចងចា ំ ជាការរកាពណ៌ននបណដុ ំ ចំណុចតូ្ចៗទងំឡាយ 
ននរូបភាព។ មានបញ្ជា ពីរទកទ់ងនឹងវធីិស្ចស្តស្តរនេះ៖  

 វារតូ្វការេុណភាពននអ្ងាចងចាដំធំ៍ស្រមបើម 
 របើរយើងពាយាមពរងីករូបភាព ( ឧទ រណ៍ ការពរងីករដើមបោីកក់នុងស្ ុបធំៗ ) រ េះបណដុ ំ ចំណុចតូ្ចៗ 
រ េះនឹងរកីរៅជាការរធំនឹងដដរ រ ើយរយើងនឹងបាត្ប់ងនូ់វពត័្ម៌ានពីទរមងពិ់ត្របាកដននការរ នីមយួៗ។ 

       រត្ើេនលឹេះជាោទិភាពននការបរងួមរូបភាពជាអ្វី? វានឹងរលចរឡើងនូវពត័្ម៌ានតិ្ចជាងរូបភាពរដើម ប ុដនតកនុងការ 
អ្នុវត្តនត៍ាមវធីិដឆ៏្ងល ត្នវជាងរនេះ រ េះដភនកទរទមនិោចរមើលរ ើញថារូបភាពស្រងាត្រ េះ កានដ់ត្រ លរ េះរទ។  

  អិុ្នធឺដណត្បានបដនថមនូវត្រមូវការស្រមាបក់ារបរងួមរូបភាពរនេះ។ តាមពិត្ 
រូបភាពបានរធវើរោយរលបឿនកនុងការបញ្ជូ នទិនននយ័រលើរេ ទំពរ័បានរលឿន។ 
ដូរចនេះ  ចំរ េះរលបឿនរបស់្អិុ្នធឹដណត្កានដ់ត្របរស្ើរ របសិ្នរបើរូបភាពមាន
ទំ ំកានដ់ត្តូ្ច កានដ់ត្របរស្ើរ។ រៅរពលអ្នករមើលរូបភាពកនុងរអ្រកង ់
កំុពយូទរ័របស់្អ្នកមនិោចរមើលរ ើញរទថា វាមានភាពរ លកនុងរ េះ។ ប ុដនត 
របើសិ្នជាអ្នកពាយាមពរងីកវាឬពរងីករដើមបោីកក់នុងោល់ប ុម រ េះរយើងនឹង 

រ ើញថារូបភាពនឹងអ្នជ់ាងមុនមនិខាន។ មានរបរភទរូបភាពសំ្ខាន់ៗ មយួចំននួដដលបានបរងួម រ ើយ
រទងរ់ទយរូបដដលរយើងររចើនជបួរបទេះជាងរេេឺ JPEG ដដលបានកាល យជាស្ដងោ់ននរូបភាពននរមាមនដ។ 
ការស្ររស្ររូបភាពកនុងរទងរ់ទយ JPEG ជាអ្នុេមនរ៍លាការតី្ននេណិត្វទិា។ 

កនុងរូបភាពរនេះ រយើងនឹងចាបោ់រមមណ៍តាមវធីិស្ចស្តស្ដដនទរទៀត្ដដលមានបទ
ពិរស្ចធនជ៍ាង។ វធីិស្ចស្តស្ដរនេះដណ រំោយ Barnsley រតូ្វបានរេរៅថា 
iterate function systems។ កនុងរោលេំនិត្ននវធីិស្ចស្តស្ដ េឺរបដ លរូបភាព
មយួជាកមមបទននធរណីមារត្។ រដើមបរីោយមានវត្ថុរេបរ់ោនល់មមរយើងនឹង 
មនិោចកំណត្ខ់្លួនឯងបានរទ ពីកមមបទធរណីមារត្ស្ចមញ្ា ដដលប ទ ត្និ់ង 
ដខ្េរកាងរាបរស្មើប ុដនតវត្ថុេរមូដ ៏ សំុ្ចញុំដដលដូចជា fern ( fern ជារុកខជាតិ្
ដដលមានស្លឹកដវងរស្រឡានោម នដា ដូចកនុងរូប ) និងដូចនឹងករមាលរពំរបស់្
រលាក Fern Sierpinski ។  



 ទំពរ័ទី 5 

 

រយើងនឹងពនយល់ ពីរោលេំនិត្ននដំរណើ រ ការបរងួមរលើករមាលរពំ 

Sierpinski (រូបខាងរឆវង) រមើលរៅវាដូចជាវត្ថុសំុ្ចញុំពីដំបូង។ រត្ើរយើង
ោចរកាទុកបានយា ងដូចរមដចកនុងអ្ងាចងចាកំុំពយូទរ័កនុងររបៀបស្នេសំំ្នច។ 
ររបៀបដដលលអបំផុត្េឺរកាទុកកនុងកមមវធីិមយួរដើមបងី្ហយទញយកររបើរពល
រតូ្វការ។  

រដើមបរីកាទុកកនុងកមមវធីិរ េះរយើងរតូ្វដត្យល់ពីលកខណេះរបស់្វត្ថុ កនុងធរណីមារត្។ ចូរស្រងាត្រមើលករមាលរពំ 
Sierpinski ៖ វាបញ្ជូ លោន  រោយរពំ Sierpinski បី (មាននយ័ថា ជាការចមលងរពំបីពីខ្លួនវា) ដដល កក់ោដ ល 
ននខ្លួនវា (ទងំកមពស់្ និងរបដវង)។ តាមពិត្ ចាបរ់ផដើមពីរពំ Sierpinski រយើងោចកស្ចងបានរពំទី២រទៀត្ ជាមយួ 
នឹងដំរណើ រការដូចខាងររកាម៖  

 រយើងបរងួញរពំ Sierpinski រោយទុក កក់ោដ លននខ្លួនវា ពីខាងរឆវងទមាល កចុ់េះររកាម 
 រយើងរធវើការចមលងរលើកទីពីរនន កក់ោដ លរពំ Sierpinski រ េះ រ ើយបិទវារៅខាងស្ចដ ំ (ននរពំមុន) 
 រយើងរធវើការចមលងរលើកទីបីនន កក់ោដ លរពំ Sierpinski រ េះ រ ើយបិទវារៅនឹង កក់ោដ លកំពូល

ននរពំពីរមុន។ 
រូបភាពទីពីរដដលរយើងបានកស្ចង េឺដូចរបេះបិទរៅនឹងករមាលរពំ Sierpinski ដំបូង ។ ដូចរនេះ ករមាលរពំ 

Sierpinski េឺជាចំណុចនឹងកនុងដំរណើ ររនេះ។ ឥឡូវបញ្ជូ លវាកនុងេណិត្វទិា។ ចូរចងច់ាថំា របដវងននករមាលរពំ 
Sierpinski រស្មើោន នឹងកមពស់្របស់្វា។ ដូរចនេះ រយើងកាត្រ់ចញពីចំណុចរដើមរៅរជុងខាងរឆវងករមាលរពំ 
Sierpinski ដូរចនេះ បាត្ និងកំពស់្មានរបដវងរស្មើ 1។  

រយើងកទ៍ទួលយកផងដដរ នូវការបំដបលងខាងររកាម កំណត្ក់នុង 2 : 

   1 2 3

1 1 1
, , , , , ,

2 2 2 2 2 2 4 2 2

x y x y x y
T x y T T x y

     
         
     

។ 

របើ S  ជាករមាលរពំ Sierpinski រ េះរយើងបាន      1 2 3S T S T S T S   

រត្ើមានសំ្ណំុរង B  ោរផេងរទៀត្រទននបលង ់ដដលមានលកខណៈដូចោន  េឺ 

          1 2 31 ?B T B T B T B រយើងនឹងរ ើញថាវាោម នរទ។ ដូចរនេះរយើងបានបង្ហា ញនូវចរកិលកខណៈនន 
ករមាលរពំ Sierpinski ដដលមានដត្សំ្ណំុរង B  ប ុរោណ េះ ននបលងដ់ដល  1  ពិត្។ រត្ើរយើងបានរធវើអ្វី? រយើងរតូ្វ
ដត្កស្ចងអ្នុេមនម៍យួដដលជាសំ្ណំុរងនន B  ននបលងរ់តូ្វោន នឹងសំ្ណំុរង      1 2 3T B T B T B ។ 

រយើងរៅអ្នុេមនរ៍នេះថា W ។ វាកំណត្រ់ោយ៖  
            1 2 32 ,B W B T B T B T B   រ ើយរយើងបានស្រងាត្ថា  S W  ដដលមាននយ័ថា S  ជា 
ចំណុចនឹងននអ្នុេមនរ៍នេះ។ រយើងបានរបកាស្ថា រយើងចងពិ់រស្ចធនថ៍ាករមាលរពំ Sierpinski េឺជាចំណុចនឹង 
ដត្មយួេត្ក់នុងអ្នុេមនរ៍នេះ។ ឥឡូវចូរស្ចកលបងនឹងការរ 0C  ដូចកនុងរូប  1 a ។ រូបភាពរបស់្វាេឺ 1C  កនុងរូប 

 1 b ។ រយើងអ្នុវត្តនដូ៍ចោន ចំរ េះ 1C  និងទទលួ 2 3 5,C C C  (កនុងរូបភាពពី    1 c f ) 
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តាមរយៈរូបរនេះ រយើងស្រងាត្រ ើញវត្ថុបីយា ង៖  
1. ោម នសំ្ណំុោមយួនន 

0 5,...,C C  ជាចំណុចនឹងកនុងសំ្ណំុ W  រទ ។  

2. រយើងោចនឹងបនតដំរណើ រការឥត្ឈបឈ់រ រ េះផលិត្ផលននស្វុីត្អ្ននតននសំ្ណំុ  nc  ដដល 

 1n nC W C  ។ 

3. ស្វុីត្  nC  ហាកដូ់ចជារមួយា ងរលឿនរៅរកករមាលរពំរបស់្ Sierpinski។ តាមពិត្ ដភនករបស់្រយើង
មនិោចដបងដចកថា 10C  ខុ្ស្ពី S  រទ។ ដូចរនេះជំនួស្រោយ S  នូវរូបភាពរបស់្រយើង កមមវធីិ 
ស្ចងស្ងរ់ឡើងវញិនូវររូបភាពរបស់្រយើងផលិត្ 10C ។ រ ើយរបើសិ្នជាភាពលេះវាលអជាងមុនរ េះ 
រយើងោចនឹងបដនថមរោយវាឈបរ់ៅ 20C  ឬ 30C ។ ដូចរនេះ ភាពដូចោន វាកានដ់ត្តូ្ចរៅៗ ដដល  
កមមវធីិោចបនតបរងាើត្ S  ដល់ចំណុចជាកល់ាកោ់មយួរ េះ។  

មនិរតឹ្មដត្ប ុរោណ េះរទ ប ុដនតរយើងោចពិរស្ចធនរ៍ទៀត្ថា វាោចដំរណើ រការបាននឹងសំ្ណំុែមីៗ។ 
ឧទ រណ៍ទី២ ចូរចាបោ់រមមណ៍នូវរូបភាពទី២។ កំណត្សំ់្ោល់    ,i ii  និង  iii  ខាងរលើអ្នុវត្តនក៍នុង 
ឧទ រណ៍រនេះ។ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

រយើងបានរ ើញរ ើយថា រទឹស្ដីបទ Banach ននចំណុចនឹង អ្នុវត្តនចំ៍រ េះការស្ចស្ងរ់លើលំ រមរទិច 
រពញ ។ រយើងបានកំណត្អ់្នុេមន ៍W  កនុង  2  រលើសំ្ណំុរងននកដនលងមយួ។ ចំរ េះលំ រមរទិច រយើងនឹងររ ើស្ 



 ទំពរ័ទី 7 

 

យក K  ជាសំ្ណំុ (បិទ) ននសំ្ណំុរងរមួននកដនលងរ េះ។ រយើងនឹងបង្ហា ញនូវចមាា យរលើ K  ដដលរតូ្វបានរេ 
រៅថាចមាា យ Hausdorff  1 2,Hd B B ។ និយមនយ័ននចមាា យ Hausdorff រវាងសំ្ណំុរងពីរ 

1B  និង 
2B  

េឺជារូបមនតស្មុេស្ចម ញ រ ើយមនិចាស់្លាស់្រទៀត្ ដូចរនេះរយើងនឹងពនយល់តាមស្ញ្ជា ណកនុងររបៀបរផេងរទៀត្។ 
រយើងចាបរ់ផដើមរោយពនយល់នូវ អ្ត្ថនយ័អ្វីដដលរយើងចងផ់ដល់រោយសំ្រណើ ររ េះ  1 2,Hd B B   ( រទេះរបសិ្ន 
របើ ( រយើងមនិបានកំណត្់  1 2,Hd B B ករ៍ោយ ) វារោនដ់ត្ជាអ្ត្តនយ័ដដល របសិ្នរបើដភនករបស់្រយើងរ ើញ 
ចាស់្ថា   រ េះ វាមនិោចដបងដចករោយោចប់ានរទថា 1B  ឬ 2B  កនុងេណិត្វទិា  1 2,Hd B B  េរួដត្មាន
   1 23 ,P B B d P Q      និង    2 13 ' ' ', 'P B Q B d P Q      ។ ( d  រនេះជាចមាា យអឺ្េលីដ រវាងសំ្ណំុ 
ទល័បិទពីរកនុង 2 )។ តាមរយៈរនេះ រេោចរោយនិយមនយ័មនិដទ ល់មយួ។ 

និយមនយ័ចមាា យ Hausedroff រវាងសំ្ណំុទល័ពីរ 
1B  និង 2B  ជិត្បំផុត្ ចំរ េះរេប ់ 0   ដូចបាន 

បញ្ជជ កក់នុងចំណុច  3 ។ 
រយើងោចរជឿជាករ់លើខ្លួនរយើងដទ ល់ថា អ្នុេមន ៍ W  រតូ្វបានកស៍្ចងរឡើង។ តាមពិត្ ឧបមាថា 

 1 2,Hd B B   ប ទ បម់ករយើងោចបង្ហា ញថា     1 2,
2

Hd W B W B


  តាង  1P W B  ។ មាន {1,2,3}i  

និង 1 1P B  ដដល  1iP T P ,  1 2,Hd B B   រ េះមាន 1 2Q B  ដដល  1 2,d P P  ។ តាង 

   1 2iQ T Q Q W B    និង         1 1 1 1

1
, , ,

2 2
i id P Q d T P T Q d P Q


   ។ ដូចោន ដដរ របើរយើងចាបរ់ផដើមជាមយួនឹង 

 2'P W B  រ េះមាន  1'Q W B  ដដល  ', '
2

d P Q


 ។ 

ដំរណើ រការរនេះ បានស្រមបនឹងការបរងួមរូបភាពពិត្ ( រមើល [ ]K  ឬ [ ]RS  )។ វធីិស្ចស្តស្ដរនេះ បរងាើត្ 
បានរូបភាពដដលមានេុណភាពខ្ពស់្ រៅរពលដដលរូបភាពមានលកខណេះររពៀលររចើន។ រទេះជាយា ងោ 
ករ៏ោយ អ្រតាននការបរងួម មនិលអ មនិស្ចអ ត្ដូចជារស្ឡាយ JPEG រទ។ ដំរណើ ការបរងាើត្រូបភាពរនេះ 
អ្នរ់ខ្ាយោស់្កនុងកាល យជាការចាបោ់រមមណ៍។ រទេះជាយា ងោករ៏ោយ ភាពង្ហយរស្ួលននរោលេំនិត្
របស់្វាទងំអ្ស់្ ជាមយួនឹងអំ្ោចដដលរៅស្ល់។ 

4. ការអ្នុវត្តនដ៍ភ៍ាា ករ់ផអើល៖ វធិាន PageRank  
 ភាពរជាេជយ័របស់្ Google ជាមា សីុ្នរុករកវធិាន The PageRank ។ កនុងវធិានរនេះ េណ នូវ 

ចំណុចនឹងននរបមាណវធីិលីរនដអ្ ររលើ n  ដដលបរងាើត្រឡើង រ ើយចំណុចនឹងរនេះ ( ដដលជាវុចិទរ័ ) រផទៀងដទ ត្ ់
តាមលំោបន់នទំពរ័។ កនុងការអ្នុវត្តនចំ៍ណុចនឹង ( ដដលជា eigenvector នន eigenvalue េឺ ១ ) ជាការេណ រក 
ត្នមលរបដ លនន nP  ស្រមាបរ់ផទៀងដទ ត្រ់ពល n  កានដ់ត្ធំ។ រយើងកប៏ានអ្រញ្ជ ើញអ្នកោនដេ៏រួរោយ 
ចាបោ់រមមណ៍មករមើលលំអិ្ត្កនុងការពិពណ៌ ដខ៏្លី ពីររបៀបដដល Google រធវើការរ េះ។ 

5. ស្រុបរស្ចកដ ី 
អ្វីដដលរយើងបានដឹងរ ើយកនុងការពណ៌ ខ្លីៗពីររបៀបចាបរ់ផដើមននដលបងធមមតា ដដលរយើងបានដស្វង

យល់ថាជារោលេំនិត្ដ៍អ៏្ស្ចា រយដដល រំៅរកភាពរជាេជយ័ននេណិត្ស្ចស្តស្តនិងបរចាករទស្។ រៅរពលដដល 
រយើងដស្វងរកចរមលើយដត្មយួេត្ស់្រមាបលំ់ហាត្ ់ ឥឡូវរនេះវាកាល យជាវធីិស្ចស្តស្ដស្តងោ់កនុងករមតិ្ជាររចើននន 
េណិត្វទិា រដើមបសី្ចកលបងរស្ចយបញ្ជជ កនូ់វលំហាត្ទ់ងំអ្ស់្រ េះ តាមលកខណៈននចំណុចនឹងននរបមាណវធីិ 
ពិរស្ស្បរងាើត្រឡើងស្រមាបរ់ោលេំនិត្រ េះ។ 
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        រយើងកប៏ានរ ើញផងដដរនូវស្ចររបរយាជនន៍នការខិ្ត្ចូលដដលថារទឹស្ដីបទបានផតល់នូវវធីិស្ចស្តស្តអ្នុវត្តន ៍
ដម៏ានរបសិ្ទធិភាពរដើមបបីរងាើត្នូវេរមូរស្ចយបញ្ជជ កម់យួ ជាដដនកំណត្ន់នស្វុីត្រៅរពលដដលវារមួរលឿន។ 
        វភិាេេឺជាការសិ្ការលើអ្នុេមន។៍ អ្នុេមនជ៍ាធមមតាកំណត្រ់ោយរលខ្។ កនុងការេណ អ្នុេមន ៍
ររចើនអ្រែរ រយើងបរងាើត្នូវកំណត្សំ់្ោល់រលើអ្នុេមនវុ៍ចិទរ័ ដដលធាតុ្កនុង n ។ ប ុដនតរ តុ្អ្វីបានជារយើងឈប ់
រតឹ្មធាតុ្នន n ? រយើងកម៍ានបទពិរស្ចធនផ៍ងដដរថា អ្នកេណិត្វទិាចូលចិត្បរងាើត្នូវកំណត្សំ់្ោល់នន 
អ្នុេមន ៍ រ ើយបំដបលងវារោយកាល យជាកំណត្ប់ាន ជាឧទ រណ៍ រលើសំ្ណំុននសំ្ណំុរ ើយនិងរលើសំ្ណំុនន 
អ្នុេមនជ៍ារដើម។ ការវភិាេរលើសំ្ណំុននអ្នុេមន ៍ឥឡូវរនេះកាល យជាជំពូកដសំ៏្ខានក់នុងការវភិាេកនុងស្មយ័ទំរនើប
រនេះ រៅថា functional analysis ដដលជាស្ដងោ់ស្រមាបក់ារសិ្កាថាន កឧ់ត្តម។  

អ្នកករ៏តូ្វបានអ្រញ្ជ ើញរោយបរងាើត្នូវការត្ភាជ បជ់ាមយួនូវ ដំរណើ រការរចំដដលដដលអ្នកបានរករ ើញ។ 
ជាឧទរណ៍ វាោចជាដំរណើ រការរចំដដលកនុងវមិារត្មយួដដលរតូ្វោន នឹងស្វុីត្ \ 'H eron  រដើមបបីរងាើត្បានជា 
ឬស្ការរ។ ភាពរមួដឆ៏្ងបរ់ ័ស្ននធរណីមារត្ កោ៏ចរតូ្វបានរេយល់ផងដដរពីចំណុចននការរធវើបទបង្ហា ញរនេះ៕ 
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