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អត្ថបទដកស្រង់ចេញព ី
Klein Project Blog 

វិមាស្ត្ 

ររៀបររៀងរោយអនកនិពនធៈ Christiane Rousseau។ 
 ររើរយើងវាស់ទំហំធរណីមាររននវរថុរោយវធីិណា? សរមាប ់

ផ្ផនកមយួននបលង ់ ជាររឿយៗរយើងររបើ បរមិាររ របផ្វង 
នផទរកឡា អងករផ់ចិរ។ល។ ទងំរនេះមនិររបរ់ានរ់ ើមប ី
ររៀបរាបពី់របភារ ។ 

សរមាបរ់ាលបំណងរនេះ អនករណិរវទិាបានរធវើការបង្ហា ញពីរំនិរ ផ្ លទកទ់ងនឹងវមិាររ រឺជាការរធវើ
ឱ្យមានលកខណៈទូរៅ ឬមានលកខណៈផលូវការននការសំាល់របស់រយើងផ្បបអពភនតរញាណរលើវមិាររ រៅរពល 
ផ្ លរយើងនិយាយអំពី 1D  2D  ឬ  3D។ រយើងនឹងពិភាកាពីវធីិខ្លេះៗ រ ើមបពីណ៌នាពីវរថុ រោយសិការលើ 
ឧទហរណ៍ពីររឺ  Sierpinski carpet និង Von Koch flake (រមើលរូបផ្ផនកខាងរវវង)។ 

 ររើផ្ផនកណាជានផទនន Sierpinski carpet? 
 ជា ំបូងរយើងររូវផ្សវងយល់ពីសំណងន់ន Sierpinski carpet (រមើលរូបទីពីរ)។ វាររូវបានរធវើរោយវលងការ ់
 ំរណើ រការបនតបនាទ ប។់ រយើងចាបរ់ផដើរមជាមយួនឹងររីរកាណមយួរៅជំហាននីមយួៗ រយើងយករេញនូវររីរកាណ 
កណាដ លមយួ។ រយើងនូវសល់ររីរកាណេំននួបី។ ខាងកនុងររីរកាណផ្ លនូវសល់នីមយួៗ រយើងយករេញនូវ 
ររីរកាណកណាដ ល ។ល។ 
 
 
 
 
 
 

(a) ររីរកាណរ ើម                   (b)   ំណាកក់ាលទី១                (c)  ំណាកក់ាលទី២ 
រូបភាពទី២   ំរណើ រការបនតបនាទ បរ់ ើមបសីងនូ់វររីរកាណ Sierpinski carpet។ 

ឥឡូវរយើងមានធារុផសទំងំអស់រ ើមបរីណនានផទរកឡាននររីរកាណ Sierpinski carpet។ រយើងសនមរថា
នផទរកឡាររីរកាណរ ើមរឺ A (រមើលរូបទីពីរ (a) ) ។ 

  ំណាកក់ាលទី១៖ រយើងយកនផទនន 
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  ំណាកក់ាលទី២៖ រយើងយក 1

4  
នននផទររីរកាណ៣ ផ្ លរៅសល់  រនាេះវារឺ 
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 ូរេនេះរយើងបាន នផទរកឡាផ្ លរៅសល់រឺ 
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 ។ 

  ំណាកក់ាលទី៣៖ រយើងយក
 

1

4  
នននផទររីរកាណ៩ ផ្ លរៅសល់  រនាេះវារឺ 

2

1

4
A ។ 

 ូរេនេះរយើងបាន នផទរកឡាផ្ លរៅសល់រឺ 
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 ។ 

 ... 
  ំណាកក់ាលទី n៖ រយើងយក 1

4  
នននផទររីរកាណ 

13n  ផ្ លរៅសល់  រនាេះវារឺ 
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 ូរេនេះរយើងបាន នផទរកឡាផ្ លរៅសល់រឺ 3 1
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 ។ 

 ... 

ចាបពី់ 
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 រយើងអាេរណនានផទរកឡាននររីរកាណរឺរសមើនឹង Sierpinski carpet សូនយ ។ 

 ររើអវរីៅជារបផ្វងនន Von Koch flake ? 
 រលឹំករឡើងវញិថា Von Koch flake រឺទទលួបានរោយសារការរធវើ ផ្ លៗ។ រៅជំហាននីមយួៗននការ 
រធវើ ផ្ លៗ រនាេះរយើងជំនសួកំណារនី់មយួៗរោយរកុមមយួកនុងេំរណាមបនួរកុម ផ្ លកំណារនី់មយួៗមាន 
របផ្វង

 

1

3
 ននកំណាររ់ ើម (រមើលរូបទីបី)។ របសិនរបើ L  រឺជារបផ្វងននររីរកាណរ ើមកនុងរូបទី៣ (a)។ រៅរពល 

រនាេះ 4

3
L  រឺជារបផ្វងននផ្កក យននរូបទី៣ (b)  រហើយ
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 រឺជារបផ្វងវរថុកនុងរូបទី៣ (c)។ល។ ជាករណី 

ពិរសសរឺមាននយ័ថារៅជំហាននីមយួៗរបផ្វងររូវបានរុណនឹង 4

3
។ ចាបពី់មានេំននួមនិកំណរម់យួននជំហាន 

កនុងសំណងរ់នេះ បនាទ បម់កនន Von Koch flake រឺជាេំននួមនិកំណរ ់។ 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(a) ររីរកាណរ ើម                        (b)  ំណាកក់ាលទី១                   (c)  ំណាកក់ាលទី២ 

រូបភាពទី៣  Von Koch flake និង ំណាកក់ាលបនតបនាទ បក់នុងការសងវ់ា។ 
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វមិាររននវរថុ fractal មូយ ( Dimension of a fractal object ) 

 Sierpinski carpet រឺជាវរថុពិបាក រហើយសមុរសាម ញ។ យា៉ា ងណករ៏ោយនផទរបស់វារឺសូនយ  ូរេនេះរហើយ 
វាផដល់ឱ្យរយើងនូវពរ៌មានរិេរូេអំពីវរថុ។ ជាការពិររបផ្វងផ្ន Von Koch flake វារបាបរ់យើងថា វរថុរឺវាពិបាក 
សមុរសាម ញ ប៉ាុផ្នតវាាម នភាពជាកល់ាកប់ផ្នថមរទៀររទ។ រ ើមបអីាេឱ្យពរ៌មានបផ្នថមរៅរលើវរថុ fractal អនករណិរ 
វទិាបានផ្ណនា ំពីរំនិរផ្ លទកទ់ងនឹងវមិាររ ។ 

ររើអនករណិរវទិាឱ្យនិយមនយ័ពីវមិាររផ្បបណា? 
 រយើងចាបរ់ផតើមជាមយួរំនិរផ្ លរបកបរោយអពភនតរញាណសដីពីវមិាររ។ លកខណៈផ្បបអពភនតរញាណនន 
ផ្ខ្សរកាងផ្ លាម នបរផ់្បនរឺជាវមិាររមយួ 1D  នផទររលាងរឺជាវមិាររពីរ 2D  រហើយមាឌផ្ ល
សរមាបបំ់រពញរឺជាវមិាររបី 3D។  ូរេនេះ រយើងអាេឱ្យនិយមនយ័តាមរណិរវទិាននវមិាររផ្ លបរងកើរបាន ១ 
សរមាបផ់្ខ្សរកាងាម នបរផ់្បន  ២ សរមាបន់ផទររលាង  រហើយ៣ សរមាបម់ាឌររូវបំរពញ ។ រៅកនុងបរបិទ 
ននលតាបរ័ររនេះ រយើងនឹងកំណររ់ោយខ្លួនរបស់រយើងរលើវមិាររ ១ និង ២។ រយើងេងរ់របវរថុធរណីមាររមយួ 
រៅកនុងបលងជ់ាមយួនិងការររូេៗ។  (របសិនរបើរយើងេងឱ់្យនិយមនយ័វមិាររ៣ រយើងររួផ្រររបើរូប  ប៉ាុផ្នតរយើង 
ររួផ្រររបើរូបរូេៗ សរមាបផ់្ខ្សរកាង និងនផទរោយាម នការផ្កល ស់បដូរននវមិាររ!) 

 ករណីផ្ខ្សរកាងាម នបរផ់្បន ( Case of a smooth curve ) (រមើលរូបទីបនួ) 
 របសិនរបើរយើងយកការរជាមយួនឹងទំហំពាកក់ណាដ ល បនាទ បម់ករយើងររូវការរបផ្ហលជាពីរ ង 

ររេើនជាងេំននួការរ រ ើមបយីកមកររបរលើផ្ខ្សរកាង។ 
 របសិនរបើរយើងយកទំហំមយួភារបីននការរ បនាទ បម់ករយើងររូវការរបផ្ហលជាបី ង ររេើនជាងេំននួ

ការរ រ ើមបយីកមកររបរលើផ្ខ្សរកាង។ 
 ... 
 របសិនរបើរយើងយកទំហំ n  ងរូេជាងការរ បនាទ បម់ករយើងររូវការរបផ្ហលជា n  ង ររេើនជាង

េំននួការរ រ ើមបយីកមកររបរលើផ្ខ្សរកាង ។ 
 
 
 
 
 

(a)                        (b) 

រូបភាពទី៤  ការរណនាវមិាររ ននផ្ខ្សរកាង រោយររបើការរផ្ លមានទំហំខុ្សៗាន  

 ករណីនផទរកឡាមយួ ( Case of a surface ) (រមើលរូបទីរបា)ំ 
 របសិនរបើរយើងយកការរផ្រទំហំពាកក់ណាដ ល បនាទ បម់ករយើងររូវការទំហំរបផ្ហលបនួ ង បផ្នថមរលើ 

ទំហំការរ រ ើមបរីរបរលើវរថុ ។ 
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 របសិនរបើរយើងយកទំហំមយួភារបីននការរ បនាទ បម់ករយើងររូវការទំហំរបផ្ហល ៩ ង បផ្នថមរលើ 
ទំហំការរ រ ើមបរីរបរលើវរថុ ។ 

 ... 
 របសិនរបើរយើងយកទំហំរូេជាងការរ n ង បនាទ បម់ករយើងររូវការទំហំរបផ្ហល 2n  ង បផ្នថមរលើ

ទំហំការរ រ ើមបរីរបរលើវរថុ ។ 
 
 
 
 
 

(a)               (b)  

រូបភាពទី៥  ការរណនាវមិាររ នននផទរកឡា រោយររបើការរផ្ លមានទំហំខុ្សៗាន  

 ឥឡូវរយើងបាននិយមនយ័ននវមិាររ (ផ្បបអពភនតរញាណ)៖ 
និយមនយ័ៈ វរថុមយួរៅកនុងបលងផ់្ លមានវមិាររ d  រៅរពលផ្ លរយើងយកការរមានរទនុងរូេជាង 

n ង មកររបវា បនាទ បម់ករយើងររូវការទំហំរបផ្ហល dn  ង បផ្នថមរលើទំហំការរ រ ើមបរីរបរលើវរថុ ។ 
 ការករសំ់ាល់ខ្លេះៗរលើនិយមនយ័របស់រយើង 
 ១.   ជាការពិរ ការរររបើរបាស់សរមាបរ់របរលើវរថុអាេររូវរធវើឱ្យរជាល ។ វាអាេរងរលើាន ផងផ្ រ ។ 
 ២. ជំនសួឱ្យការរ រយើងអាេររបើទំហំ ូេាន ផ្ រ ផ្ លជាផលរធៀប (ratio) 1r   ននរបផ្វងទទឹង។ 
រយើងនឹងទទលួបានលទធផលសរមាបវ់មិាររ១ និងវមិាររ២ រហើយរនេះរឺជាករណីទូរៅសរមាបវ់មិាររ២ ផងផ្ រ។ 
រ ើមបរីណនាវមិាររនន Von Koch flake រោយររបើនផទរាងបនួរជុងរទផ្វង វាង្ហយរសួលជាងររបើការរ ។ 
 និយមនយ័អាេទញជាទូរៅ សរមាបធ់រណីមាររននវរថុផ្ លជាសំណំុរងនន m  រហើយនិងលទធផល 
រឺមនិពឹងផ្ផែករលើេំនួន m ផ្ លរយើងតាងរនាេះរទ ។ 
 និយមនយ័ៈ សំណំុរងនន m  ផ្ លមានវមិាររ d   របសិនរបើរយើងយក m រូបផ្ លមានទំហំធំបំផុរ 
ផ្ លមានរទនុង n ង រៅររបវា បនាទ បម់ករយើងររូវការរូបផ្ លមានទំហំធំបំផុររបផ្ហល dn រ ើមបរីរបវា។ 

 
 
 
 
(a) ររីរកាណ  Sierpinski  (b) 1                  (c) 3                 (d) 9         (e) 27 

រូបភាពទី៦  េំននួការរសរមាបរ់របរលើររីរកាណ Sierpinski carpet រៅកនុងរូប (a)។ 
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មនិផ្មនររបវ់រថុសុទធផ្រមានវមិាររមយួរនាេះរទ។ ប៉ាុផ្នតវរថុផ្ លរបផ្ហលជាមានវមិាររមយួ ជាររឿយៗ 
មនិផ្មនជាេំននួរររ់ទ។ េូររយើងរណនាវមិាររនន Sierpinski carpet (រមើលរូបភាពទី៦)។ 

 េូរយកផ្ផនកផ្ លរសមើាន ននការររៅនឹងរបផ្វងននបារ។ ររើវាររបរលើរូបនន Sierpinski carpet ឬនូវ? រូប (a) 
 របសិនរបើរយើងយកទំហំពាកក់ណាដ លននការរ បនាទ បម់ករយើងររូវការការរ ៣ ង រ ើមបរីរបវា។  

េំណាថំា 
ln3

ln 23 2  (រូប (c)) 
 របសិនរបើរយើងយកការរជាមយួនឹងទំហំមយួភារបនួ បនាទ បម់ករយើងររូវការការរ ៩ ង រ ើមបរីរបវា។ 

េំណាំថា 
ln3

ln 29 4  (រូប (d)) 
 របសិនរបើរយើងយកការរជាមយួនិងទំហំមយួភាររបាបីំ បនាទ បម់ករយើងររូវការការរ២៧ ង រ ើមបរីរបវា។ 

េំណាំថា 
ln3

ln 227 8  (រូប (e)) 
   ូរេនេះ វារឺង្ហយរសួលរ ើមបសីននិោា នថា វមិាររននររីរកាណ Sierpinski carpet ននរូប (a) រឺ ln3

~ 1.585
ln 2

d  ។ 

 ឥឡូវរនេះរយើងរពាលអេះអាងថា វមិាររនន Von Koch flake ននរូប (b) រឺ ln 4
~ 1.26

ln 3
។ រហរុអវ?ី

របសិនរបើរយើងពាយាមររបវារោយការរផ្ លមានរបផ្វងននផ្ផនកមយួននរូបផ្ លរធវើបនតបនាទ បា់ន  ភាពលំបាក 
មយួផ្ លរកើរពីមុខ្ការរររបវារលើផ្ផនកមយួ រហើយផ្ផនករនាេះខ្លេះអាេររបរលើពីរផ្ផនក រៅរពលទងំរនាេះមកពី 
កំពូលរសួេ។  ូរេនេះ េូររយើងររបើលបេិននការករសំ់ាល់ទី២ រហើយររបើនផទ៤រជុងរទផ្វងផ្ លមាន 
របផ្វង៣ ងននទទឹង។ រយើងឱ្យជំហានសំខាន់ៗ ននការពិភាកាាន  រហើយរយើងអនុញ្ញា រឱ្យអនកបំរពញជាលមែរិ។ 
រៅជំហានបនតបនាទ បនី់មយួៗ រយើងររបើនផទ៤រជុងរទផ្វង េំរពាេះេរុរកាណមយួររេើន ង  ូេរជុងននជំហាន 
បនតបនាទ ប។់ របសិនរបើរយើងោកេ់រុរកាណរៅនផទខាងររៅនន Von Koch flake  បនាទ បម់កវានឹងររបរលើកំពូលថ្មី 
ផ្ លនឹងររូវបានបផ្នថមរៅរលើការរធវើបនតបនាទ បេុ់ងររកាយ។ វារឺង្ហយរសួលរ ើមបរីរួរពិនិរយ ថាររើរយើងររូវការ 
េរុរកាណររេើន ូេផ្ផនកទងំរនាេះរទ។ រៅកនុងររីរកាណរ ើមរយើងមានបីផ្ផនក បានពីបំផ្លងបនតបនាទ បរ់ៅទរមង ់
េុងររកាយ រហើយរយើងរុណេំននួននេំផ្ណកនឹង៤  ូរេនេះរយើងរុណេំនួនននេរុរកាននឹង៤ផ្ រ។ រៅរពលរនេះ 

រយើងររបើេរុរកាណផ្ លមានេំផ្ណក ៣ ង រូេជាង។ ចាបរ់ផដើមពី 
ln 4

ln34 3  រយើងសននិោា នថា វមិាររនន Von 

Koch flake  រឺ ln 4

ln 3
។ 

វមិារររនេះឱ្យរោយ (រង្ហវ ស់) មយួននភាពសំាញុាំ ឬ ងសីុ់ររននរបភារមយួ។ ការពិររយើងមានអារមមណ៏ 
ថា Sierpinski carpet រកាសជាង Von Koch flake  ផ្ លរមើលរៅ ូេផ្ខ្សរកាងផ្ លរកាស់មយួ។ រនេះរឺជា 
ការរវលើយរបរៅនឹងការពិរផ្ លថា ln 3 ln 4

ln 2 ln 3
 ។ 
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ការអនុវរតន ៍(Applications) 

 បណាដ សរនសរឈាមរេញេូលរបេះ ូង រឺជាជីវរិជាមយួសាេ ំុ់។ វាមនិផ្មន ូេរៅកផ្នលងណារផសងរទៀរ 
រៅកនុងរាងកាយរនាេះរទ។ ការរសាវរជាវ រឺររូវបានរបឆងំរលើររឿងរនេះ រហើយរៅកនុងភាពផ្ លពិបាកសរមាប ់
វមិាររថា ររបលំ់ោបរ់ ើមបបីរងកើនសមរថភាពកនុងការរធវើររារវនិិេឆយ័ពីការររបើរបាស់ឱ្សថ្។ 
 ការរូរបលងន់នរ ើមរ ើននទងសួរ។ អរតពលិកករមរិខ្ពស់ រឺ ូេជាការអរធ់មរយ់ា៉ា ងខាល ងំពីជំងឺហឺររបស់ 
របជាជនទូរៅ។ រហរុអវី? អរថបទរសាវរជាវ [Ma]  បានសិការលើ (ភាពអំរណាយផល) សួរ។ មានបំពង ់
ទងសួរេំនួន ១៧ ករមរិ មុនរពលមក ល់ទងសួរររកាយបំផុរតាមរោយ acini ផ្ លជាបទ់កទ់ង 
នឹងបណដូ រខ្យល់ រងាើម។ របសិនរបើបំពងទ់ងសួររសដើងរពក បនាទ បម់កសំពាធរកើនរឡើងរៅរពលខ្យល់ររជៀរេូល 
កនុងករមរិបនាទ បន់នបំពងសួ់រ។ ប៉ាុផ្នតវារឺធំទូលាយរពក  ូរេនេះមាឌផ្ លរៅសល់រសមើាន រៅកនុងករមរិនីមយួៗ 
បនាទ បម់កមាឌកាល យជាធំបំផុរ។ (វាររួកាល យជាមនិកំណរ ់ របសិនរបើរយើងមានេំននួមនិកំណរន់នករមរិមយួ) 
 ូរេនេះ (ភាពអំរណាយផល) សួរររួមានមាឌរូេបំផុរ របើាម នការរកើនរឡើងននសំពាធ។ ប៉ាុផ្នត ទនទឹមនឹងភាព 
អំរណាយផលរបស់សួរ ការថ្យេុេះរិេរូេននអងករផ់ចិរបំពងទ់ងសួរ ំណឹកនាឱំ្យមានកំរនើនននសំពាធខ្ពស់ជាង 
ការថ្យេុេះ ូេាន  ភាពទូលាយននបំពងទ់ងសួរ។ (រនេះបណាដ លមកពីាម នបនាទ រពិ់រសស បរងកើររួនាទីផដល់ 
សំពាធ)។ សួររបស់មនុសសមានបំពងទ់ងសួរទូលាយ រហើយមាឌធំជាង ភាពអំរណាយផលរបស់សួរតាម 
រទឹសដី។ សូលុយសយុងកំប៉ាុងរនេះផដល់នូវការការពារកនុងករណីនន Bronchoconstriction ននររារសាស្ដសដមយួននការ 
ថ្យេុេះអងករផ់ចិររបស់បំពងទ់ងសួរផ្ លអាេបណាដ លមកពីជំងឺហឺរ។ អរតពលិកមានសួរទូរៅ របផ្ហលជាភាព
អំរណាយផលរបស់សួរតាមរទឹសដី រហើយ ូរេនេះ វារឺង្ហយ ចឺាបខ់ាល ងំ។  
 រពាេះរវៀររូេៈ នផទខាងររៅននរពាេះរវៀនរូេមាននផទរបផ្ហល 20.5m  វាររូវនឹងនផទខាងកនុងមាននផទរបផ្ហល 

2300m ។ រយើងបានរ ើញជាមយួ Von Koch flake ផ្ លថាភារននផ្ខ្សរកាងអាេមានរបផ្វងមនិកំណរម់យួ 
រទេះបីជាវាលារសនធឹងរៅកនុងពីនផទកំណរម់យួ។ រនេះរឺជាលបេិររបើរោយធមមជារិ រំបនន់ននផទខាងកនុងនន 
រពាេះរវៀនរូេរឺវាធំណាស់ រហូរធំជាងការរជាប ឬជកន់នរពាេះរវៀនធំ។ ធមមជារិននរបភាររបស់នផទ រធវើឱ្យសររមេ 
បំណងរនេះ។  ូេាន ផ្ រ រឺពិរសរមាបន់ផទនន aveoli រៅេុងបញ្ចបន់នទងសួរកនុងសួរ។ ចាបត់ាងំពីរ ើម 
ទងសួរមានធមមជារិរបភារនផទនន aveoli រឺទំហំបំផុរ  ូរេនេះរហើយវាបរងកើនបណដូ រឧសម័ន។ 
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