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រ្វតី្ Goodstein 
ការសិក្សាពីការវវិត្តនន៍នបាតុ្ភូត្ធមមជាតិ្ តត្ងតត្នាំយយើងឲ្យ
សិក្សាពីសវុីត្ននចាំននួពិត្ ជាពិយសស លក្សខណៈរបស់សវុីត្ និងភាព
រមួរបស់វា។ សវុីត្ននពហុធា សវុីត្ននអនុគមនអិុ៍ចសប៉ូណងត់សយល 
សវុីត្ននអនុគមនយ៍ោការតី្រតូ្វបានយគជបួរបទះជាញឹក្សញាប ់ យៅ
មធយមសិក្សា។ ប៉ុតនតមានសវុីត្ដនទយទៀត្តដលនិយមនយ័របស់វា
សាមញ្ដ  ប៉ុតនតវាបងកបនូ់វលក្សខណៈសមុគសាម ញជាយរចើន។  

ឧទាហរណ៍ សវុីត្ chaotic  តដលតត្ងតត្យក្សើត្មានក្សនុងការសិក្សាននរបពន័ធឌីណាមចិ យហើយសវុីត្ Syracuse (ឬសវុីត្
តដលមានត្ួទី n  គឺ 3 1n ) តដលរតូ្វបានតណនាំយោយយោក្ស Luther collatz ក្សនុងឆ្ន ាំ១៩៣៧។ សវុីត្ Syracuse 
រតូ្វបានយធវើការពិភាក្សាអស់ជាយរចើនទសវត្សរម៍ក្សយហើយ។ ថ្វីយបើ ត្ាំនលធាំៗននត្រួបស់សវុីត្យនះរតូ្វបានយគគណនក្ស៏
យោយ ក្សវ៏ាយៅតត្គ្មម ននរណាដឹងថា យត្ើវាជាសវុីត្មនិក្សាំណត្ ់ ឬសវុីត្ក្សាំណត្ ់ យហើយត្រួបស់វាតត្ងតត្បញ្ចបយ់ោយ
យលខ1។  
        សវុីត្តដលរតូ្វបានយគសិក្សាក្សនុងអត្ថបទយនះ រតូ្វបានតណនាំយោយយោក្ស British Logician R.L. Goodstein 
ក្សនុងឆ្ន ាំ ១៩៤៤ យហើយវាបង្ហា ញអាំពីរបយភទយផសងៗននលក្សខណៈមនិធមមតាជាយរចើន។ ត្ដួាំបូងននសវុីត្យនះយក្សើនយឡើង
យ៉ងខ្ល ាំងតដលយយើងមានជាំយនឿថាវានឹងខិត្យៅរក្សអននត ផទុយយៅវញិមានការភាញ ក្សយ់ផអើលយ៉ងខ្ល ាំង យររះថាចុង
បញ្ចបន់នសវុីត្យនះគឺធាល ក្សចុ់ះ យហើយទីបញ្ចបវ់ាខិត្យៅរក្សសូនយយៅវញិ។ យដើមបបីង្ហា ញលទធផលយនះ យយើងរតូ្វដឹងពី
ភាពទូយៅ ននយគ្មលការណ៍ well-ordering សរមាបច់ាំននួគត្ ់(Transfinite number)។ 
      ប៉ុតនតយគ្មលគាំនិត្ដាំបូងននការសិក្សាសវុីត្យនះវាមនិពិបាក្សយល់យនះយទ ដូចជាការបង្ហា ញរបស់យោក្ស Hudgson 
តដលបានពនយល់ពីសវុីត្មយួ យហើយរតូ្វបានយគោក្សយ់ ម្ ះថាសវុីត្ Weak Goodstein តដលមានលក្សខណៈធមមតា តត្
មានទាំនក្សទ់ាំនងយ៉ងជិត្សនិទធយៅនឹងសវុីត្ Goodstein។ 

 ១. រ្វតី្ Weak Goodstein 
         យោក្ស Hodgson បានពនយល់ពីនិយមនយ័ននសវុីត្ Weak Goodstein តដលចាបយ់ផតើមយោយយក្សចាំននួ 266 
ជាត្ដួាំបូង ដូចជាចាំនួនគត្វ់ជិជមានទាាំងអស់ វារតូ្វបានបាំតបក្សឲ្យយៅជាផលបូក្សននសវ័យគុណយគ្មល 2 យោយដឹងថា 

8 3 1266 2 2 2    សវុីត្ Weak Goodstein ចាបយ់ផឋើមយោយត្ួដាំបូង 0 266u   រតូ្វបានយគក្សាំណត្ដូ់ចត្យៅ 1u  
បានមក្សពីការចមលងយគ្មល 2 តដលយរបើយដើមបសីរយសរ 0u  ប៉ុតនតរតូ្វបតូរយគ្មល 2 យៅជាយគ្មល 3 យហើយដក្ស 1។ យយើង
សរយសរ យឡើងវញិនូវលទធផលក្សនុងយគ្មល 3 ដូចយនះ 8 3 1 8 3

1 3 3 3 1 3 3 2 6590u         ។ យយើងបនតជាំនសួត្ួ
ននសវុីត្យោយចាំនួនគត្ធ់មមជាតិ្ននយគ្មលក្សនុងត្មុួន យោយចាំនួនគត្ធ់មមជាតិ្បនទ ប ់យហើយដក្ស 1។  
យគទទួលបានដូចត្យៅ៖ 
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តារាង 1: ធាតុ្ដាំបូងននសវុីត្ Weak Goodstein 

         ដូចតដលអនក្សបានយឃើញនូវត្ទួាាំងឡាយននសវុីត្ Weak Goodstein  វាយក្សើនយឡើងយ៉ងយលឿនយៅរក្សត្នមលដធ៏ាំ 
ដូយចនះ របតហលជាអនក្សគិត្ថាសវុីត្ទាាំងយនះយៅតត្បនតការយក្សើនយឡើងយ៉ងខ្ល ាំងយទៀត្។ ប៉ុតនតវាមនិអញ្ច ឹងយទ។ 
ឧទាហរណ៍៖ របសិនយបើយយើងជាំនសួ 0 1u   យនះ 1 1 1 0u     របសិនយបើ 1

0 2 2u  
 យនះ 

1

1 23 1 2, 2 1 1u u       យហើយ 3 1 1 0u     (យររះយគ្មលនន 2u  គឺ 4 យហើយយគ្មលនន 3u  គឺ 5)។ អនក្សាច
ពិនិត្យយមើលនូវភាពដូចគ្មន យផសងយទៀត្ផងតដរ របសិនយបើ 0 3u   យនះត្នួនសវុីត្យនះមនិាចធាំជាង 3 បានយទ យហើយ
វាតថ្មទាាំងខិត្យៅរក្ស 0 យៅជាំហានទី 5។ យទាះបីជាយ៉ងណាក្សយ៏ោយ យៅយពលបាំតបក្សត្ួដាំបូងមានសវ័យគុណនន 2 
យលើសពី 12  យនះត្នួនសវុីត្យក្សើនយឡើងយ៉ងឆ្បរ់ហ័ស (ដូចបានពនយល់នូវ 0 266u  ) តដលយយើងមានជាំយនឿថាសវុីត្ 
យនះ ខិត្យៅរក្សអននត។   យត្ើការដក្ស 1 ននរគបជ់ាំហានាចកាត្ប់នថយយ៉ងណា ដល់ការយក្សើនយឡើងយ៉ងខ្ល ាំងននត្ួ
សវុីត្ តាមរយៈការបតនថមត្នមលពីយគ្មលមយួយៅយគ្មលមយួយទៀត្? 
       ផទុយពីយនះ ចូរពិនិត្យយមើលយ៉ងរបុងរបយត័្ននូវការបង្ហា ញតាមតារាង ខ្ងយលើ។ ថ្វីយបើត្បួនតបនទ បន់នសវុីត្ 
(តដលត្ទីួមយួយសមើ 266) យក្សើនយឡើងយ៉ងឆ្បរ់ហ័សក្សយ៏ោយ ក្សស៏វ័យគុណននយគ្មលបនតបនទ ប់្ នយៅរក្សការធាល ក្ស់
ចុះ។ ជាឧទាហរណ៍ សវ័យគុណ 1 ក្សនុង 0u  វាមនិមានវត្តមានក្សនុង 1u  យទ។ របហាក្សរ់បតហលនឹងសវ័យគុណ 3 នន 

3u  គឺរតូ្វបានជាំនសួយោយ 2 ក្សនុង 4u ។ យៅទីបញ្ចបស់វ័យគុណ 8 ក្សនុង 10u  បានរមួយៅរក្ស 7 យហើយ 7 បនតធាល ក្សចុ់ះ
បតនថមយទៀត្។ យនះជាលក្សខណៈរមួននសវុីត្ Goodstein។ ទាាំងអស់យនះតដលនឹងអនុញ្ញដ ត្ឲ្យយយើងបង្ហា ញថាសវុីត្យនះ
រមួយៅរក្សសូនយ។ យដើមបឲី្យកានត់ត្ចាស់ យយើងរតូ្វសិក្សាពីសវុីត្តដលមានត្ជួា transfinite ordinal number។ 

 ២. Transfinite ordinal number និង well ordering 
Ordinal: 

      យៅក្សនុងនយ័សាមញ្ដ  ចាំនូន ordinal រតូ្វបានយគយរបើយដើមបបីង្ហា ញលាំោប ់(ទីតាាំង)៖ ទី១ ទី២ ទី៣…… ។ល។ 
តាមពិត្ចាំនួនគត្ធ់មមជាតិ្វជិជមានរតូ្វបានយគយរបើយដើមបយីរៀបចាំធាតុ្ននសាំណុាំ ក្សាំណត្ណ់ាមយួយៅក្សនុងមយធោបាយយនះ។ 
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ការសិក្សា transfinite ordinal number ជាវបិាក្សតដលបានមក្សពីការសិក្សា ordinal number។ Georg Cunter ជា
អនក្សតដលបានចងរក្សងអត្ថបទសតីពី Transfinite ordinal cunter យៅចុងសត្វត្សទី ១៩។ យោយយហតុ្ថាសាំណុាំ នន
ចាំននួគត្គឺ់ជា សាំណុាំ ក្សាំណត្។់ ឧបមាថាមានចាំនួន   តដលធាំជាងយគបងអស់ននរគបច់ាំននួគត្។់ យររះចាំននួគត្ជ់ា
យរចើនតដលមនិាចក្សាំណត្ប់ាន គឺតូ្ចជាងចាំនួន ។ យយើងយៅថា transfinite ordinal number វាមានចាំនួនបនត
បនទ បគឺ់ 1, 2, 3, ...      យហើយមានយរចើនបនតយទៀត្។ ចាំនួនលាំោបត់ដលតូ្ចជាងយគ ប៉ុតនតវាធាំជាងចាំននួ
លាំោប ់ n  គឺ    ឬ .2  យហើយចាំនួនលាំោបត់ដលតូ្ចជាងយគ ប៉ុតនតវាធាំជាងចាំនួនលាំោប់ .n m   (តដល 
m  គឺជាចាំនួនលាំោបត់ដលតូ្ចជាង .n ) គឺ 2 ។ ចាំនួនលាំោបត់ដលតូ្ចជាងយគ ប៉ុតនតវាធាំជាងចាំននួលាំោប ់

n m   (តដល m  គឺជាចាំននួលាំោបត់ដលតូ្ចជាង n ) គឺ   

 

 

 

តដល   គឺរតូ្វបានសរយសរយោយយ 2 2 2 31, 2,..., , 1, ..., ,..., ,...,
                  យហើយយគ

ាចក្សាំណត្ប់ាន 0  តដលចាំននួលាំោបតូ់្ចជាងយគបាំផុត្  ឲ្យធាំជាងយគផលបូក្សទាាំងអស់តដលមានទាំនក្សទ់ាំនងនន
សវ័យគុណ   យហើយាចបនតដាំយណើ រការគ្មម នតដនក្សាំណត្។់ តាមពិត្យៅ ចាបយ់ផឋើមពីចាំននួលាំោបប់ណាឋ ក្ស ់យររះវា
ជាសាំណុាំ រាបប់ាន។ យនះគឺចាំននួលាំោបា់ចផគូរផគងពីមយួយៅមយួ ជាមយួនឹងចាំននួគត្វ់ជិជមាន។ 

Ordinal and well ordering: 

     ភាពសាំខ្នខុ់សគ្មន រវាងចាំននួលាំោប ់ និងចាំនួនគត្វ់ជិជមានគឺរត្ងច់ាំនួនគត្ធ់មមជាតិ្ 0 យហើយភាល មយនះមាន
ចាំននួតដលយគឲ្យមុន តដលជាយហតុ្មានចាំននួលាំោបដូ់ចត្យៅ , .2   រហូត្ដល់    ។ យទាះជាយ៉ងណាក្ស៏
យោយ ក្សស៏ាំណុាំ ចាំននួគត្ ់សាំណុាំ ពរងីក្សននចាំននួលាំោបគឺ់ “wellordered” យៅក្សនុងការគិត្តដលរគបស់ាំណុាំ មនិទយទ 
ននចាំនួនលាំោបម់ានធាតុ្មយួយ៉ងតិ្ច។ យនះជាក្សមមសិទធននលទធផលននការរសាវរជាវនូវយរឿងពិត្តដលមនិាច
ក្សាំណត្ប់ាននូវភាពថ្យចុះយ៉ងោចខ់្ត្ននសវុីត្។ ឧបមាថា៖ មានសវុីត្មនិក្សាំណត្ម់យួយនះយគបាន 0 1 2, , ,...u u u  

យហើយ S  ជាសាំណុាំ ននរគបត់្ួ។ យគឲ្យ S  ជាសាំណុាំ មនិទយទ វាមានធាតុ្មយួយ៉ងតិ្ចគឺ 2  យហើយ ku   តដល 

k  ជាចាំននួគត្។់ តត្សវុីត្យនះជាសវុីត្ចុះោចខ់្ត្ យនះ 1k ku u     យហើយ   គឺជាធាតុ្មយួយ៉ងតិ្ចរបស់ S  
តដលរគ្មនត់ត្ជាការសនមត្ប់រងួមប៉ុយណាណ ះ។ ឥឡូវយនះយយើងាចបង្ហា ញពីរយបៀបយរបើចាំននួលាំោបយ់ដើមបរីសាយ
បញ្ញជ ក្សពី់សវុីត្ Weak Goodstein។ 

 ២. ច ើងនឹងបង្ហា ញថារ្វតី្ weak Goodstein  រមួចៅរក 0 
       យោយ  un ជាសវុីត្ Weak Goodstein។ យោយយរបើ nu  យយើងនឹងបយងកើត្សវុីត្ចុះ n  នន ordinal numbers ថ្មី
មយួ យោយជាំនសួយគ្មលក្សនុង nu  យោយ ។ យោយយគ្មលរបស់ 0u  គឺ 2 យហើយយោយយគ្មលរបស់ nu  យក្សើនពីត្ួ
មយួយៅត្មួយួ យនះយយើងរតូ្វយរបើ  2n  ជាយគ្មល យដើមបសីរយសរ nu  ជាលក្សខណៈបាំតបក្ស។ 

ចូរយមើលតារាង 2 តដលនិយយពីការបយងកើត្សវុីត្ n  តដលមាន 0 266u   
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តារាង 2: សវុីត្ននចាំននួលាំោបត់ដលរតូ្វគ្មន នឹងសវុីត្ weak Goodstein 

តាមតារាងបង្ហា ញថា រគបត់្នួនសវុីត្ n  ធាំជាង តដលរតូ្វគ្មន ននសវុីត្ nu  តត្ nu  ជាសវុីត្យក្សើន យហើយ n  ជាសវុីត្ចុះ។ 
ត្រួបស់ n  ធាំជាងត្រួបស់ nu  យររះយៅក្សនុងការសរយសរជាលក្សខណៈបាំតបក្សនន nu  យោយយរបើយគ្មល  2n  យយើង
មានត្ឯួក្សតា (unit term) យៅក្សនុង nu  យសមើ 0 ឬមនិយសមើ 0 ។ ដូចយនះយដើមបសីរយសរពី nu  យៅ 1nu    យយើងមានពីរ
រយបៀប៖ 
 ត្ឯួក្សតារបស់ nu  មនិយសមើ 0 យដើមបសីរយសរ 1nu   យោយយរបើ nu  យយើងរតូ្វយរបើ “1”  យនះត្ឯួក្សតារបស់ 1nu   តូ្ច
ជាងត្ឯួក្សតារបស់ nu  មយួឯក្សតា (ក្សនុងតារាង2 ក្សរណីយនះយក្សើនយឡើងពី 1 2 2 3 4 5 5 6, , ,u u u u u u u u    )។ 

 ត្ឯួក្សតាយសមើ 0 ក្សនុងក្សរណីយនះយយើងាចសរយសរការបាំតបក្សរបស់ nu  យោយយរបើយគ្មលថ្មីយោយយធវើតាមពនល ត្ 
តដលយធវើឲ្យសវ័យគុណធាល ក្សចុ់ះ។ (ក្សនុងតារាង2 ក្សរណីយនះយក្សើនយឡើងពី 0 1 3 4 9 10, ,u u u u u u   )។ 

ទាាំងពីរក្សរណី យយើងយឃើញថា n  តូ្ចជាង 1n   រគបត់្នមល n។ យោយ ordinal number ជាចាំននួតដលមានលាំោប ់
យនះយយើងមនិាចមានសវុីត្នន ordinal number តដលចុះោចខ់្ត្មនិក្សាំណត្យ់ទ។ ដូចយនះយយើងមាន m z  
តដល 0n  ។ បតនថមយលើសពីយនះយទៀត្យោយ n nu   រគប ់ n  យនះ mu  រតូ្វតត្យសមើ 0។ មោ៉ងយទៀត្ត្រួបស់ nu  

ខិត្យៅរក្ស 0 រតឹ្មតត្ក្សនុងក្សរណី  0,1,2,3,4,...,n  ជាសាំណុាំ ក្សាំណត្ ់(finite set)។ 
  សាំណួរ: យយើងចាបា់រមមណ៍ n nu   តដលមាន 0 5u  ។ យត្ើ 0n  ? និង 0nu  ? យដើមបឲី្យ n  ។ 
ចរួសរយសរត្នីួមយួៗរបស់ nu  និង n  រហូត្ដល់ n  តដល n  ។ 

ជាំហានបនទ បយ់យើងនឹងសិក្សាពីសវុីត្ Goodstein។ និយមនម័របស់សវុីត្យនះ មានលក្សខណៈខុសបនតិចពីសវុីត្
Weak Goodstein តត្ការបង្ហា ញភាពរមួមានលក្សខណៈរសយដៀងគ្មន ។ 

៤. រ្វតី្ Goodstein 

      ការពិចារណាមតងយទៀត្នូវការជាំនសួយគ្មល 2 យោយ 8 3 1266: 2 2 2  ។ ឥឡូវសរយសរសវ័យគុណយោយយរបើ
តត្យគ្មល 1 3 2 12, 3 2 1, 8 2 2     ។ ជាលទធផល ក្សយនាមធាតុ្ននចាំនួន 222  គឺាចសរយសរយោយគ្មម នធាតុ្ណា
ធាំជាងយគ្មល 2 យឡើយ។ តាង nm  ជាសវុីត្ Goodstein តដលចាបយ់ផតើមជាមយួយលខ 0 266u  ។ យផតើមពី 1m   យោយ
បតូរពីការជសួយគ្មល 2 យៅយគ្មល 3 យហើយដក្ស 1 និងសរយសរយឡើងវញិនូវលទធផលតដលគ្មម នចាំននួណាធាំជាង
យគ្មល 3 យឡើយ។ បនតនូវដាំយណើ រការរចាំតដលយដើមបបីាននូវត្ួបនតបនទ បន់ន nm  ដូចជាការបង្ហា ញនូវក្សនុងតារាង3: 
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តារាង 3 

ដូចតដលអនក្សបានយឃើញ ទាំហាំននការយក្សើនយឡើងននត្គឺួយ៉ងធាំសយមបើម យហើយសវុីត្យនះមនិទានប់ញ្ចបយ់ទដូច
ជាសវុីត្ Goodstein ទាាំងអស់ ជាយថាយហតុ្វាចាបយ់ផតើមថ្យចុះយហើយចុងបញ្ចបគឺ់រមួយៅរក្ស 0។ ការរសាយបញ្ញជ ក្ស់
យនះ វារបហាក្សរ់បតហលយៅនឹងការរសាយបញ្ញជ ក្សន់នសវុីត្ Weak Goodstein។ ដូចជាក្សនុងក្សរណីយនះសវុីត្ n  គឺ
ភាជ បទ់ាំនក្សទ់ាំនងយៅនឹងសវុីត្ nm  យោយការបតូរយគ្មលតដលយយើងជបួរបទះយៅ ។ ពីរ ឬបីធាតុ្ដាំបូងនន n  គឺ
មានទរមងដូ់ចត្យៅ: 

 

 

 

       សវុីត្ n   គឺជាចាំននួលាំោបម់ានការចុះយ៉ងោចខ់្ត្ តដលការក្សាំណត្យ់នះគឺមានធាតុ្តិ្ចត្ួចណាស់ យហើយ
ត្បួនតរតូ្វបានគណនយ៉ងតវង យោយគ្មម នត្ណួាយសមើ 0 យទ តត្ធាតុ្ននសវុីត្យនះគឺ 0។ របហាក្សរ់បតហលយៅនឹងការ 
ពិចារណាយនះាចយរបើសរមាបស់វុីត្ Goodstein ទាាំងអស់។ 

ត្នមលយលខគណិត្ននចាំននួគត្ល់ាំោប ់ គឺរតូ្វបានយគយៅថា Peano arithmetic យររះក្សនុងសត្វត្សទី១៩    
គណិត្វទិោជនជាតិ្អីុតាលីយ ម្ ះ Giuseppe Peano បយងកើត្នូវរូបមនតននសវ័យសត្យដាំបូងបងអស់។ យនះជាអីវតដល
យយើងគួរក្សត្ស់មាគ ល់អាំពីការរសាយបញ្ញជ ក្សដ់ល៏អរបណិត្ យហើយផតល់យាយយយើងនូវលទធផលយោយ Peano 

arithmetic យដើមបរីសាយបញ្ញជ ក្សនូ់វរទឹសតីបទតដលាចយាយបាននូវក្សយនាមធាតុ្តផនក្សខ្ងយរៅនន Peano 

arithmetic។ មោ៉ងយទៀត្វាយរបើរទឹសតីទូយៅននសាំណុាំ តដលរមួមានចាំននួលាំោបយ់ដើមបរីសាយនូវរទឹសតីបទពីចាំននួគត្់
វជិជមាន។ មាននយ័ថាសវុីត្ Goodstein រមួយៅរក្ស 0។ យនះជាធមមជាតិ្ សាំណួរសួរថា យត្ើការរមួននសវុីត្ Goodstein 
ាចរសាយយោយយរបើចាំនួនលាំោបយ់ទ។ ចយមលើយយនះគឺយទ។ សរមាយបញ្ញជ ក្សយ់ៅឆ្ន ាំ១៩៨២ របតហលជា ៤៤ឆ្ន ាំ
ក្សនលងយៅ សវុីត្យនះរតូ្វបានយគរក្សយឃើញយោយយោក្ស Laurie Kirby និងយោក្ស Jeff Paris។ សវុីត្យនះរតូ្វបាន
បង្ហា ញថា របសិនយបើវារមួាចរសាយបញ្ញជ ក្សយ់ោយយរបើយគ្មលការណ៍ well-ordering សាំរាបច់ាំនួនគត្ ់ (មាន
បញ្ញជ ក្សយ់ោយ Peano arithmetic)។ យនះរទឹសតីបទអាំពីសវុីត្ Goodstein ាចតក្សត្រមូវយោយយរបើរទឹសតីបទ Gentzen 
ក្សនុងឆ្ន ាំ១៩៣៦ តដល Peano arithmetic ជាក្សរ់បាក្សដក្សរ៏តូ្វតត្តក្សត្រមូវ។ ប៉ុតនតយយើងដឹងយហើយថា រទឹសតីបទ Gödel 
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incompleteness (១៩៣១) តដលយធវើយាយ Peano arithmetic មានភាពរបាក្សដនិយម តដលមនិាចរសាយ
បញ្ញជ ក្សយ់ោយខវះ Peano arithmetic យទ។ វាគឺជាអវីតិ្ចត្ចួសរមាបអ់នក្សគណិត្វទិោមយួចាំននួតដលចាំណាយ
ថាមពលខជះខ្ជ យ យដើមបពីោយមតសវងរក្សសរមាយបញ្ញជ ក្សថ់្មី។ 

មោ៉ងវញិយទៀត្ តដលមានការភាញ ក្សយ់ផអើលខ្ល ាំងយនះ តាមពិត្យៅសវុីត្ Goodstein គឺខិត្យៅរក្ស 0 តដលាច
រសាយបញ្ញជ ក្សយ់ោយ Peano arithmetic។ ការពិចារណាយនះ គឺមានសារៈសាំខ្ន ់តដលត្នួនសវុីត្មានទាំនក្សទ់ាំនង
ននចាំនួនលាំោប ់គឺវាតិ្ចត្ួចជាង  ។ ការរសាយបញ្ញជ ក្សម់យួ យោយយោក្ស E.A Cichon តដលបានតណនាំពីសវុីត្ 
weak Goodstein ក្សនុងឆ្ន ាំ១៩៨៣។ តដលត្នីួមយួៗននសវុីត្ Goodstein មយួាចមានទាំនក្សទ់ាំនងយៅនឹងសាំណុាំ
លាំោបម់ាន m  ធាតុ្ននយមគុណននបាំតណងតចក្សក្សនុងយគ្មល 2n  តដលបានបង្ហា ញថាសាំណុាំ លាំោបម់ាន m  ធាតុ្
តដលមានការចុះយ៉ងោចខ់្ត្ តដលយធវើយាយអនក្សយរៀបចាំសរមាយបញ្ញជ ក្សម់ានភាពសងបចិ់ត្តបានលអ។ 

៥. រ្វតី្ Goodstein និងល្បែង Hydra 
យៅក្សនុងអត្ថបទ Kirby និង Paris បានបញ្ញជ ក្សយ៉់ងចាស់ពីដាំយណើ រការននតលបង Hydra ជាមយួនឹងភាព 

របហាក្សរ់បតហលននសវុីត្ Goodstein។ តលបងយនះរតូ្វបានោក្សយ់ ម្ ះពីការពណ៌នពីយរឿងយទវក្សថារបស់រកិ្សចតដល 
បានយរៀបរាបពី់ការរបយុទធត្សូ៊រវាង Hercules និងសត្វតដលមានក្សាលយរចើនមានយ ម្ ះថា Learnaean Hydra 
តដលក្សាល Hydra រតូ្វបានកាត្យ់នះមានក្សាលពីរដុះយចញពីក្សតនលងកាត្។់ យៅក្សនុងតលបងយនះ Hydra គឺយចញ
ដាំយណើ រពីក្សនុងនរព យហើយក្សាលនន Hydra មានទាំនក្សទ់ាំនងយៅនឹងការបញ្ឈរចុងបញ្ចបន់នសលឹក្សយ ើ ឬក្សយ៏ដើមយ ើ។
របសិនយបើ Hercules កាត្ក់្សាលមនិផ្ទទ ល់ តដលភាជ បយ់ៅនឹងតមក្សននយដើមយ ើ។ យៅយពលក្សាលរតូ្វកាត្ផ់្ទត ច ់យនះ 
Hydra បានដុះក្សាលពីរយចញពីក្សតនលងតដលកាត្ផ់្ទត ចយ់នះ។ យនះរតូ្វបានយធវើយាយសយរមចយោយមយធោបាយ
យផសងគ្មន  ជាំនសួយោយការពនយល់យនះ។ សូមយលើក្សឧទាហរណ៍យោយ Kirby និង Paris យហើយយរបើរបាស់មតងយទៀត្
យោយយលើក្សរទឹសឋី Hodgson។ របសិនយបើក្សាលរតូ្វកាត្ផ់្ទត ចយ់ៅជាំហានទី n  ននតលបង យនះ Hydra រតូ្វមាន
ក្សាល n  តដលយចញពីតផនក្សននចុងខ្ងយលើននក្សាលរតូ្វកាត្ផ់្ទត ច។់ ក្សនុងដោរកាមខ្ងយរកាមជាតផនក្សមយួននការកាត្់
ផ្ទត ច ់គឺបង្ហា ញយោយបនទ ត្ចុ់ចតដលជាតផនក្សមយួននទាំនក្សទ់ាំនងជាថ្ម ីដូចការបង្ហា ញខ្ងយរកាម៖ 
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វាគឺមានលទធភាពក្សនុងការរសាយបញ្ញជ ក្សនូ់វអវីតដលត្នួនរូបសណាឌ នននក្សាល Hydra និងអវីជាយុទធសាស្រសត
របស់ Hercules តដលបានយរបើ។ Hercules និងតត្ងតត្យជាគជយ័ក្សនុងការកាត្ផ់្ទត ចក់្សាល យទាះបីជាមានក្សាលថ្មី
យក្សើត្យឡើងតដលយធវើយាយមានរយៈយពលយូរក្សនុងការបញ្ចប។់ ដូចយនះភាពរមួរបស់សវុីត្ Goodstein ដូចជាសរមាយ
ននយគ្មលយៅយលើទាំនក្សទ់ាំនងរវាងត្បួនតបនទ បន់នតមក្សយ ើ និងភាពចុះោចខ់្ត្ននសវុីត្ក្សនុងចាំននួលាំោប។់ ដូចជា
អនក្សបានទសសនទ៍ាយពីដោរកាមតដលបានបង្ហា ញខ្ងយលើ តមក្សយ ើយចះតត្ដុះថ្មីជាបនតបនទ ប ់ ប៉ុតនតវារតូ្វកាត្ផ់្ទត ច ់
(ថ្យចុះ) បនតបនទ បត់ដរ។ ចុងបញ្ចបH់ercules គឺយៅតត្មានលទធភាពកាត្ផ់្ទត ចក់្សាលតដលមានជីវតិ្យនះមតងមយួៗ 
ដូចតមក្សយ ើខ្ងយលើនិងចាំណុចយនះ (ដូចជាការពនយល់ក្សនុងជាំហានទី3) គ្មត្យ់ៅតត្ាចកាត្ផ់្ទត ចក់្សាលមតងមយួៗ
រហូត្ដល់គ្មម នក្សាលណាយក្សើត្យឡើងជាថ្មីយឡើយ។ 

៦. ចមចរៀនល្ដបចេញពីឧទាហរណ៍ 
ឧទាហរណ៍ក្សនុងអត្ថបទខលីយនះ គឺជាការចាបា់រមមរណ៍ពីការពិចារណាទូយៅ។ ដាំបូងយយើងបង្ហា ញនូវគណិត្

ត្ក្សកវទិោគឺមានទាំនក្សទ់ាំនងយៅនឹងរទឹសតីគណិត្វទិោខ្ល ាំង។ រទឹសតីបទជាយរចើនដូចជា រទឹសតីបទ Gödel’s 

incompleteness និងយគ្មលបាំណងដូចចាំនួនលាំោប ់ គឺរតូ្វការសិក្សាអាំពីក្សមមវត្ថុននចាំនួនលាំោបន់នគណិត្វទិោ ដូច
ជាសវុីត្ននចាំននួគត្ ់និងតមក្សធាងននគណិត្វទិោតាមការបង្ហា ញពីលក្សខណៈននចាំននួគត្ា់ចឲ្យយយើងរសាយបញ្ញជ ក្ស់
រទឹសតីទូយៅ តត្មនិតមនសរមាយបញ្ញជ ក្សរ់បស់ Peano arithmetic យទ។ ឧទាហរណ៍៖ តដលគូសបញ្ញជ ក្សពី់យសចក្សតី
តាាំងចិត្តខ្ងតផនក្សរទឹសតីនិងភាសាវទិោគយរមាងតផនក្សខ្ងក្សនុង តដលតត្ងជួបរបទះនឹងការរសាយបញ្ញជ ក្ស។់ យៅក្សនុង
ក្សរណីយនះយយើងសូមបង្ហា ញនូវ Peano arithmetic គឺមានភាពទនយ់ខាយជាងរទឹសតីទូយៅននសាំណុាំ ។ 

យមយរៀនដនទយទៀត្តដលបានមក្សពីឧទាហរណ៍យនះ គឺជាត្នមលតដលខិត្ជិត្យៅនឹងបញ្ញា យផសងគ្មន ជាយរចើន 
(ភាពរមួននសវុីត្ Goodstein ទូយៅ) យោយបញ្ញជ ក្សន់យ័វាយៅក្សនុងការខិត្យៅជិត្មយួ (ភាពរមួននសវុីត្ weak 

Goodstein)។ យៅក្សនុងយសចក្សតីបតនថមឧទាហរណ៍តដលបានបង្ហា ញពីរយបៀបននរបយភទឧទាហរណ៍។ សវុីត្មយួតដល
ត្វួាមានត្នមលយសមើ 222 ាចពនយល់ពីលក្សខណៈសាំខ្នទ់ាាំងអស់ននរបយភទក្សរណីយផសងគ្មន ។ ឧទាហរណ៍តដលបាន 
បង្ហា ត្ប់ង្ហា ញពកួ្សយយើងយាយយល់ពីគាំនិត្អពភនតរញ្ញដ ណមានតដនក្សាំណត្។់ សវុីត្តដលខិត្ជិត្អននតតាមពិត្យៅ វា
មនិដូចយនះយទ ជាយថាយហតុ្ពកួ្សវាចុះ និងរមួយៅរក្សសូនយយៅចាំននួក្សាំណត្ម់យួននជាំហាន។ ចុងបញ្ចបឧ់ទារហណ៍ 
តដលាចយធវើយាយយយើងបានយឃើញទាាំងសវ័យគុណនិងបយចចក្សវទិោននតដនក្សាំណត្ ់ យររះបយចចក្សវទិោផតល់យាយ
យយើងនូវការគិត្យ៉ងចាស់ោស់សរមាបក់ារយក្សើនយឡើងយ៉ងខ្ល ាំងននត្នួនសវុីត្។ ប៉ុតនតវាមានតដនក្សាំណត្ ់ ជនួការ
ជបួរបទះចាំននួយលខក្សនុងរបយភទនននិយមនយ័របស់សវុីត្៕ 
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