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Map colouring and Gröbner Bases 

រូបភាពន េះជាកម្មសិទ្ធិរបស់ mathscareers.org.uk ដែលជាអនក    
អ ុញ្ញា តនោយនរបើរាស់កនុងការងារន េះ។ អនក ិព ធន េះា ចាប ់
កំន ើ តនៅកនុងទី្រកុង Marcelo Escuderio Hermandes។ គាត់
ា លបនីោយ  “Four  Colour Theorem ” នយើងរតូវការផាត ់
ព ៌នៅនលើដែ ទី្ដតប ួព ៌ប ុន ណ្ េះ នោយម្ ិោកព់ ៌ែូច 
គាន  នៅជិតគាន នទ្។ ការនរបើសម្កីារពហុធា  ិងមូ្លោា   Gröbner 
នយើងោចកំ តា់ ថានបើសិ ជាមា ដតបីព ៌ន េះករ៏របរ់គា  ់
ដែរសរមាបោ់កព់ ៌នលើដែ ទី្ម្យួដែរ ។  

១ .ផផនទីពណ ៌
       រទឹ្សដីបទ្ព ៌ទងំប ួដែលលបីៗ មា នៅកនុងដែ ទី្ទងំមូ្ល ទងំនៅកនុងបលងឬ់នៅកនុងដសវ៊ែរ ោចជាការោក ់
ព ៌ជាម្យួ ឹងព ៌ទងំប ួ នោយមា ព ៌ែូចគាន ម្ ិសថិតនៅតំប ជិ់តៗគាន ។ វាជាការងាយរសួល្ស់ 
កនុងការបនងកើតឧទហរ ៍ន ដែ ទី្ដែលម្ ិោចោកដ់តបីព ៌ ឬកន៏ែេងនទ្ៀតដែលោចន្វើា ។ នរា  
ពិចារ្នលើវ ិ្ ីម្យួ នបើសិ ជាមា ដតបីព ៌ ន េះករ៏របរ់គា ដ់ែរសរមាបោ់កព់ ៌នលើដែ ទី្ម្យួដែរ នហើយ 
នរកោ៏ចវភិារនលើការែ្ុ ំរបព ័ធពហុធានៅនលើដែ ទី្។ ព ៌ ីម្យួៗ រតូវា តាងនោយឯកតាន ឫសរូប នហើយ 
តំប  ី់ម្យួៗតាងនោយអនេរ ix  ែូនចនេះនរោចស មតថា តនម្លម្យួកនុងចំន្ម្តនម្លទងំបី កែូ៏ចជា ព ៌ម្យួ 
កនុងចំន្ម្ព ៌ទងំបី ។ ែូចន េះនយើងា សម្កីារ 3 1 0ix    សរមាបតំ់ប  ី់ម្យួៗ សរមាបតំ់ប  ់ jx   ិង

kx  នយើងមា    3 3 2 20 j k j k j j k kx x x x x x x x      ។ នបើសិ  jx   ិង kx  នៅតំប ជិ់តគាន  ដតនបើតំប ់
ជិតគាន ម្ ិោចមា ព ៌ែូចគាន ន េះ  នំោយ j kx x  ែូចន េះ  នំោយ 2 2 0j j k kx x x x   ។ កនុងវ ិ្ ីន េះ
ដែ ទី្ដែលមា  n  តំប ោ់ចមា  ដតបីព ៌ប ុន ណ្ េះ ន េះនយើងមា របព ័ធសម្កីារពហុធា៖  
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 ដែល 1 , .. .. ..,i n  នហើយ jx   ិង kx  តាងនោយតំប ដ់ែលជាបគ់ាន  នរៀងគាន  នហើយមា ែំន្េះរាយ
យ ងនោច្ស់ម្យួ ។ 
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 នយើងពិចារ្នលើដែ ទី្:  

 
 
 
 
 
 
 

របូភាព 1 

 នតើវាោចមា ដតបីព ៌រ?ឺ នែើម្បនីឆលើយ ឹងសំ រួ នយើងរតូវដតនែទៀងផាទ តន់លើរបព ័ធពហុធា (1) នោយ  
1 , ......,9i   នហើយនយើងោចនោេះរាយា  
                              , 1,2 ; 2,3 ; 2,6 ; 2,9 ; 3,4 ; 3,5 ; 3,6 ; 4,5 ; 5,6 ; 6,7 ; 6,9 ; 7,8 ; 7,9 ; 8,9j k   

 ២. ប្រពន័ធសមីការពហធុា 
       ចនម្លើយន បញ្ញា ជានរចើ នៅកនុងរ ិតវទិ្ារឺជាែំន្េះរាយន របព ័ធសម្កីារពហុធា នហើយវាម្ ិដម្ ជា 
ការងាយរសួលនទ្។ នបើសិ  ជារបព ័ធដែលនរឲ្យជាសម្កីារលីន ដអ៊ែរ នយើងោចនោេះរាយតាម្វ ិ្ ី Gaussian  
ឬជំ សួនោយសម្កីារ្ដែលសម្មូ្ល ឹងវា នហើយនយើងោច ងាយរសួលកនុងការនោេះរាយ។ កនុងករ ី
ដែលរបព ័ធពហុធាន េះវាមា  វ ិ្ ីាស្រសដនោេះរាយែូចដែលនយើងា ព ៌ ខាងនលើ។ 
នយើងកំ តសំ់ ំុន ពហុធានោយ  P n  ដែលោកវ់ាជាកតាា រមួ្ជា ម្យួអញ្ញា ត 1 , ......, nx x ។ នរឲ្យ 1 ,......, rf f

ជាសំ ំុពហុធាកនុងសំ ំុ  P n ។ ន េះនយើងកំ តា់ នោយៈ 
  1 1 1 1, ......, ...... | ,......,r r r rI f f h f h f h h P n      

 នោយមា រទឹ្សដីបទ្ម្យួរបស់អនករ ិតវទិ្ា David Hilbert (2) ដែលនៅថារទឹ្សដីបទ្ Hilbert’s 

Nuullstenatx ា  ិយយថា របព ័ធពហុធាន  1 ...... 0rf f   ោចមា ែំន្េះរាយ លុេះរតាដត 
11 , ...... , rf f  ប ុដ ានតើនយើងោចរតួតពិ ិតយលកណ្ ៉យ ងែូចនម្ដច? 

របព ័ធសម្កីារទងំពីរវាពិតជាងាយរសួលកនុងការនែទៀងផាទ ត ់ 1 ...... 0rf f     ិង 1 ...... 0sg g    ដែល
 ,i jf g P n  បំនពញលកណ្  ៉  2   

1 1, ...... , ,...... ,r sf f g g  ដែលមា ែំន្េះរាយែូចគាន ។ 
 នហតុែូនចនេះយុទ្ធាស្រសាកនុងការនោេះរាយរបព ័ធសម្កីារដែល 1 ...... 0rf f    ន េះនរកោ៏ចរកពហុធា

1 ,...... , sg g ា ដែរ ដែលា បំនពញលកណ្  ៉  2 នហើយវាពិតជាោចាកលបងា នបើសិ ជានរនោយ 
 f P n  ប ុដ ា 

1 , ......, rf f  ម្ ិដម្ សុទ្ធដតជារបស់  P n  ន េះនទ្  ិងែំន្េះរាយជារមួ្ រឺជាការងាយ
រសួល្ស់កនុងការរ  ជាងរបព ័ធសម្កីារនែើម្ ។ 
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 ែូចគាន ដែរ ដែល  1 ,......, sG g g  រតូវា នររកតាម្រយៈរទឹ្សដីបទ្ម្យួកនុងកំឡុងនពលចុងពាកក់ ដ្ ល
សតវតេទី្១នោយអនករ ិតវទិ្ា Wolfgang Gröbner រយៈនពលប ុ ម  ឆ្ន នំរកាយម្ក សិសេរបស់គាត ់
BrunoBucherger  ា បនងកើត រទឹ្សដីបទ្ោល់ការតីម្យួនែើម្បរី  វា ។ ការបនងកើតទងំន េះ រតូវា នរនៅថា 
មូ្លោា  ររឹេះ Gröbner  ិងរទឹ្សដីបទ្ោល់ការតីរបស់ Buchberger  នែើម្បរី   វាជារទឹ្សដីបទ្ម្យួែសំ៏ខា ក់នុង
ការរ  ពិជរ ិត។ 
នបើសិ ជាឧទហរ ៍មា ទ្រម្ង ់

1I f  នយើងមា  f I  លុេះរតាដត 1 1f h f  ដែល f  ដចកោចន់ោយ 1f ។ 
នរបៀបន្ៀប នបើ 1 , ...... , rf f f  លុេះរតាដត 1 1 ...... r rf h f h f    តាម្លកណ ៈខាងនលើ មា ភាពរសនែៀង 
សរមាបក់ារដចក f  នោយ 1 , ...... , rf f ។ ការពិតនយើងោចដចកពហុធាជាម្យួអនេរម្យួចំ  ួ នោយសំ ំុ
កំ តន់ ពហុធាទងំមូ្ល ប ទ បម់្កឯកធារតូវា នរនរៀបតាម្លំោប។់ 

 ៣. មលូដ្ឋា នប្រឹះ Gröbner 
  ឯកធា m  ម្យួន    P n   មា ធាតុជាទ្រម្ង ់ 1

1 ...... naa

nx x  ដែល 1 , ...... , na a  ជាចំ  ួរត។់ ឯកធា 
0 0

1 ...... nx x  ា កំ តន់ោយ  1 ។ កនុងចំន្ម្ឯកធាន សំ ំុ  P n   រតូវា នរនរៀបតាម្លំោបតូ់ចជាង
ឬនសមើ ដែលមា ម្យួបំនពញលកណ្  ៉1 m   ិង 1 2. .m m m m  កាល្ 1 2m m  ន េះនរោចយកវានៅអ ុវតា
កនុងការដចកោល់ការតី ។  
 កនុងឧទហរ ៍ ជាការនរៀបតាម្លំោបស់ទទ  ុរកម្ Lex  ដែល 1 1

1 1...... ......n na ba b

n Lex nx x x x  នបើសិ ជា
មា  1 i n   ែូចន េះ i ia b   ិង j ja b  ដែល i j   នបើសិ ជាលំោបន់ ឯកធាម្ ិដរបរបួល ន េះឯកធា្ំ
បំែុតន ពហុធា f  វារតូវា នរនៅថាកន ោម្នគាលន  f  នហើយកំ តស់រនសរនោយ  Lt f ។     
 មូ្លោា  ររឹេះ Gröbner ា រិតថា 

1 ,...... , rI f f  ជាម្យួ ឹងការឲ្យលំោបឯ់កធាតាម្ ិយម្ យ័ររប់
សំ ំុ  1,...... , sG g g ជាធាតុរបស់ I ដែលកន ោម្នគាលររបធ់ាតុន សំ ំុ I ដចកោច ិ់ងកន ោម្នគាលន 
ធាតុម្យួចំ  ួរបស់សំ ំុ G ។ នយើងោចបងាា ញថាររបមូ់្លោា   Gröbner G  ន  I ជាសំ ំុដែលបំនពញ
លកណ្  ៉  2 ។ 
 ែូនចនេះ 1 I  លុេះរតាដតមា មូ្លោា   Gröbner ន សំ ំុ I  មា ធាតុម្ ិសូ យ ន េះ 1 m  សរមាបរ់រប់
ឯកធា m  ន   P n ។ 
 ឧទហរ ៍ 1{ }G f  ជាមូ្លោា   Gröbner ន  

1f  ជាម្យួ ឹងររបលំ់ោបឯ់កធាទងំអស់ ចំដ កឯ 
{ 6 , 1 , }G x y z x y x y z         រឺម្ ិដម្ ជាមូ្លោា   Gröbner ន  6 , 1 ,I x y z x y x y z         

ជាម្យួ ឹងលំោបស់ទទ  ុរកម្ ពីនរពាេះ     6 1 2 7 2lt x y z x y lt y z y           រឺដចកម្ ិោច ឹ់ង 
     6 1x lt x y z lt x y lt x y z          ។ 

 នែើម្បទី្ទ្លួយករំ ិតមូ្លោា   Gröbner ជាម្យួ ឹងការនរជើសនរ ើសលំោបឯ់កធា  អនកោចអ ុវតាតាម្ោល់
ការតីរបស់ Buchberger  3 ។ នយើងោចរកោល់នោ្រតីកនុងការរ  មូ្លោា   Gröbner ភារនរចើ ការ
រ  តាម្របព ័ធពិជរ ិត ។ 
 ជំ សួឲ្យរំ ិតរបស់ Gröbner 6 , 1 ,I x y z x y x y z         ជាម្យួ ឹងលំោបស់ទទ  ុរកម្ 
ន េះរឺ { 6, 2 7 , 2 6 }G x y y z z      ។ 
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 ៤. ដំណ ឹះប្ាយបញ្ហា  និង ការអនវុត្តណផេងៗ 
 របព ័ធសម្កីារដែលា ឲ្យកនុងឧទហរ ៍មា ចំ  ួកំ តជ់ានរចើ ន ែំន្េះរាយ (មា  ៩ អញ្ញា ត 
នហើយអញ្ញា ត ីម្យួៗោចយកតនម្លម្យួ កនុងចំន្ម្តនម្លទងំបី)។ បញ្ញា កំ តា់  របសិ ជារបព ័ធោចនោេះ
រាយររបស់ម្កីារ កនុងករ ីន េះ ោចកំ តវ់ាា  ។ 
 ការអ ុវតារបស់ោល់ការតី Bunchberger កនុងរបព ័ធសម្កីារន ឧទហរ ៍ទី្១ នយើងទ្ទ្លួា ែូច 
Gröbner G  ដែរ ជាម្យួ ឹងលំោបស់ទទ  ុរកម្ៈ 
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ែូនចនេះ 1 I  រតូវនៅ ឹងរបព ័ធចនម្លើយដែលទ្ទ្លួា ។ សម្កីារ រឺៈ 
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តាម្ការបករាយខាងនលើ នយើងោចនរបើររបព់ ៌សរមាប ់ 1 2 1 2 5 7, ,x x x x x x     ិង 3 9x x  ព ៌រតូវ
ា នរតាងនោយឫសទី្៣ន ឯកតា នហើយរាល់ការនោេះរាយ 4 3 2 6 3 20, 0x x x x x x        ិង 

8 3 2 0x x x   រឺជាតនម្លស មតនែេងពី 2 3,x x  ិង 4x នហើយែូនចនេះ 4 6 8x x x   ជាចុងនរកាយ 
  2 2

3 3 2 2 1 1 3 2 1 3 10 x x x x x x x x x x x         ឲ្យនយើង ូវលទ្ធែលពីររឺ 3 2 1 0x x x    ឬ 3 1 0x x  ន េះ 

1 2,x x   ិង 3x យកព ៌នែេងគាន  ឬ 1 3x x ។ ែូនចនេះនយើងរកនោយចំលាស់ព ៌ន េះរាល់ែំន្េះរាយោច
ន្វើា ៈ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

របូភាព 2 
 មូ្លោា   Gröbner កោ៏ចនរបើនែើម្បនី្វើរបមា វ ិ្ ីនោយសុរកិតយ បដម្លងសម្កីារា រា ដម្ តនៅជាសម្កីារ  
ោពំលីសីុត (សរមាបរ់កឡានែទ  ិងដ្េនកាង ចំនពាេះឧទហរ ៍ម្យួចំ  ួ) នៅកនុងសម្កីារម្ ិា រា ដម្ តនែើម្បី
រ  ពហុធាតូចបំែុតន ចំ  ួពិជរ ិត រទឹ្សដីបទ្នែេងៗន ្រ ីមារតអឺរលីត ការាងសងសំ់ ង ់  ិងការ
ែ្ុ ំរូបន ដលបង Sudoku ៕ 
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