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FIGURE 1. Une tresse a quatre brins formant une frise.

Les frises et pavages accompagnent fréquemment I’enseignement des isométries.
Les objets que nous allons considérer dans cette vignette, comme celui ci-dessus,
n’en semblent pas éloignés. Cependant, leur compréhension fait intervenir d’autres
mathématiques, la topologie et la théorie des graphes, des branches des mathéma-
tiques d’apparition plus récente que la géométrie. Ils constituent un sujet fabuleux
pour faire sentir et éprouver la puissance des mathématiques, sa délicatesse et sa
rigueur.

Les entrelacs ont été utilisés dans de nombreuses civilisations comme outils et
ornements, des entrelacs épiques celtiques aux enluminures perses du Coran (Figure
2).

IIs apparaissent dans la vie des pécheurs et des vanniers, et de tout un chacun
quand on lace ses chaussures ou tresse des cheveux. Ils sont d'une extréme diversité
etles mathématiques peuvent aider a ordonner cette diversité, en s'interrogeant sur
ce qui rapproche ou différencie ces formes. Cette étude fait partie de la topologie et
notamment sa branche qu’est la théorie des nceuds.

© Nationsl Muscum ofIclnd

FIGURE 2. vranneau de Derrynaflan, du VIIle, ©National Museum of Ireland, Dublin et une page-tapis
ala fin d’'un Coran enluminé du XIVe, Espagne, BnF


http://expositions.bnf.fr/islam/grand/ar_385_129v-130.htm
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FIGURE 3. Extrait de la classification des nceuds de TAIT

1. LA THEORIE DES NGEUDS

Un nceud est défini mathématiquement comme un plongement du cercle dans
I'espace. Pratiquement, imaginons un bout de ficelle que I'on entortille plus ou moins
sans le couper, puis dont on renoue les deux extrémités. Un entrelacs, lui, est un as-
semblage de plusieurs nceuds, de plusieurs bouts de ficelle fermés. Lillustration du
début de cette vignette, au contraire, entrelace des rubans ouverts, qui se déploient
dans une direction, c’est une tresse. La théorie des noeuds a commencé a se dévelop-
per dans la deuxieme moitié du 19e siécle et sa source n’est pas a proprement parler
mathématique. Les physiciens William THOMSON, plus connu comme Lord KELVIN,
et Peter Guthrie TAIT qui ont été parmi les premiers a y contribuer, pensaient qu’elle
les aiderait a comprendre les phénomenes d’absorption et d’émission de lumiére par
les atomes. Et c’est ainsi que TAIT a entrepris une classification des nceuds (Flgure

Reconnaitre que deux nceuds sont dans la méme »@ //\ -
classe, c’est-a-dire que 'on peut passer de I'un a I'autre 9
par une déformation continue (que I'on appelle en ma-
thématiques une isotopie, représentant une classe d’ho-
mologie), comme lorsque 1'on essaie de déméler une fi-

celle nouée a ses extrémités sans la dénouer, ni la couper, ,{

n’est pas si évident, comme le montrent ces différentes ¢ @ = <i<*)

images d’'un méme nceud de tréfle (Figure [4), qui est le :

neceud le plus simple qui ne soit pas trivial (c’est a dire FIGURE

qui ne puisse pas se réduire a un cercle). 4. Neeud
C’est pourquoi la théorie des nceuds cherche a as- de trefle

socier aux nceuds des quantités que ces déformations

continues ne modifient pas : des invariants. Par exemple, le polynéme d’ALEXANDER
est un invariant qui associe un polynéme a coefficients entiers a chaque type de
neeud. I a été découvert par James Wadell ALEXANDER en 1923 et est le premier
invariant de ce type. Le polynéme d’ALEXANDER du nceud de trefle, par exemple,
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est: t> — t + 1. Nous reviendrons ensuite a cette question des invariants mais appre-
nons tout d’abord a tracer des entrelacs. Pour cela, nous allons les modéliser par des
graphes.

2. ENTRELACS ET GRAPHES

Un entrelacs (ou une tresse si elle est ouverte) est un nceud a plusieurs compo-
santes. On le représente en général par sa projection réguliére dans un plan, c’est-a-
dire que les brins sont dessinés se croisant transversalement et au plus deux a deux:
iln'y a pas trois points du nceud qui sont projetés sur le méme point du plan, les brins
aux croisements ont des directions projetées différentes et les croisements sont en
nombre fini. Décrire I'objet qui résulte de ces différents croisements et sa structure
n’arien d’évident.

On va pour cela en construire un modele abstrait, en né-
gligeant un certain nombre de parametres comme la couleur
des brins et leur épaisseur. Ce sera un graphe planaire : avec
des sommets reliés par des arétes, pas forcément rectilignes,
qui ne se croisent pas et on les étiquettera d'une chiralité
gauche/ . Une projection réguliere d'un entrelacs sur
le plan partitionne celui-ci en zones, délimitées par la pro-
jection de I'entrelacs lui-méme. La ol il y a des croisements,
localement quatre zones se rencontrent. On peut, d’apres le
théoréme de ]ORDAN[H colorier toutes les zones de deux cou-
leurs, disons noir et blanc, de telle maniére que ces croise-
ments ressemblent a un échiquier (deux zones opposées ont
méme couleur et deux zones contigués ont une couleur dif-
férente).

11 suffit pour cela de décider que la zone extérieure infinie
est blanche, de choisir un point dedans et de relier chaque zone par un chemin qui
croise transversalement la projection de I'entrelacs et évite les croisements (Figure
5).

A chaque passage par un brin, on change de couleur. On démontre que le résultat
ne dépend pas du point de départ choisi, ni du détail du trajet suivi et que’on aboutit
toujours a un coloriage cohérent. Le coloriage en effet ne dépend que de la parité du
nombre de brins traversés. On associe alors un sommet a chaque zone noire et on
les relie par des arétes, tirées au-dessus de chaque croisement, d’'une zone noire a
son opposée. Nous attachons alors I'étiquette correspondante pour coder si c’est le
brin ou le brin gauche qui, vu d'un sommet, passe au-dessus. Le codage est
cohérent, la zone opposée donnant la méme chiralité (Figure[6).

Le nceud de trefle est ainsi associé a un triangle ou toutes les arétes ont méme
chiralité, disons gauche : c’est un entrelacs alterné, quand on suit un brin, il croise
alternativement au-dessus, en-dessous, au-dessus. .. Mais ce n’est pas le seul graphe

FIGURE
5. Coloriage

1. Le théoreme de Jordan exprime que toute courbe simple et fermée du plan y délimite deux compo-
santes connexes du plan, I'une bornée, I'autre non, dont elle est la frontiere.
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FIGURE 6. Une
aréte gauche

FIGURE 7. Le
trefle et ses deux
graphes duaux.

qui code ce neceud, il y a également le graphe a deux sommets et trois arétes non pas
droites mais courbes et étiquetées droite! (Figure[7), qui est obtenu en positionnant
les sommets dans les zones blanches.

Ces deux graphes sont ce que 'on appelle des graphes duaux. Ce codage par un
graphe planaire permet de coder complétement I'entrelacs et il est beaucoup plus
simple a décrire. La tresse compliquée est en fait codée par un graphe qu’'on peut
expliquer en une phrase, par exemple, «une échelle triangulaire a laquelle on enléve
un barreau sur trois» (Figure|8).

FIGURE 8. Le graphe de la tresse, une échelle triangulaire a laquelle
manque un barreau sur trois.

Ces graphes sont évocateurs et le mathématicien Alexandre GROTHENDIECK a
nommé dessins d’enfants une grande classe de graphes (localement) planaires. Apres
cette phase d’analyse, procédons maintenant a la synthése : dessiner ’entrelacs codé
par un graphe. Ceci s’effectue en trois étapes présentées de la droite vers la gauche
sur la Figure(g]:

(1) Dessiner une croix au milieu de chaque aréte. Tout croisement est au milieu
d’une aréte.

(2) Relier les brins les uns aux autres en un trajet continu.
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(3) Faire figurer les dessus-dessous.

Dans le détail, une croix se dessine au crayon, inclinée entre 30 et 60° avec |'aréte.
Cette orientation est importante pour I'étape suivante car on continue chaque petit
brin en longeant 'aréte dans la direction ot il pointe, on arrive ainsi au croisement
suivant et on se raccorde au brin qui pointe dans cette direction. A cette étape, on
rn'introduit pas de nouveau croisement et les brins ne traversent les arétes qu’aux
croisements. Une métaphore est utile : imaginer les arétes comme les murs d'un la-
byrinthe, qu’on suit et qu’on ne peut pas franchir, sauf aux croisements, figurant une
porte.

FIGURE 9. La métaphore dulabyrinthe : les arétes sont des murs, les croi-
sements des portes.

Enfin, en choisissant un croisement, en alignant ’aréte qui le porte avec son re-
gard, on identifie lequel des deux brins provient de la droite et lequel provient de la
gauche, ce qui permet de remplacer le croisement par un «pont» avec un brin (di-
sons le gauche) passant au-dessus et 'autre (le ) en-dessous. Nous vous invi-
tons maintenant, avant de lire la suite, a élaborer un petit graphe, de 5 ou 6 arétes,
toutes de longueurs comparables, des angles ni trop aigus ni trop obtus, et élaborer
le noeud qu'il code, il suffit pour cela de jouer avec les graphes planaires. La vidéo
http://video.math.cnrs.fr/entrelacs/, les exemples dans [4}, 5] peuvent vous
donner des idées.

3. INVARIANTS

Le premier a s’étre intéressé sérieusement aux invariants est le jeune Carl Frie-
drich GAUss au début du XIXe siecle, décrivant I'enlacement de deux courbes, 1,72,
dans I'espace, calculé comme une intégrale impressionnante mais dont la valeur est
toujours un entier relatif :

1 fi—1 .
— f == dn xdr)
an Jy, Jy, |1 — 12l


http://video.math.cnrs.fr/entrelacs/
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Ce nombre ne se calcule pas ici a partir de la projection de I'entrelacs mais reste
le méme quand on déforme les courbes sans qu’elles se croisent. Cela parait com-
préhensible si on est persuadé que le résultat est un entier : la formule dépend conti-
nument de chaque courbe et ne peut sauter d'une unité que quand il y a un grave
probléme : quand le dénominateur s’annule, c’est-a-dire quand les deux courbes se
croisent. Mais on peut beaucoup plus facilement le calculer a partir de la projection,
en orientant les brins et en sommant simplement des signes pour chaque croise-
ment entre les deux courbes : +1 pour \/< et -1 pour X Quand il n'y a qu'une seule
courbe, cette somme combinatoire définit un nombre, qu’on appelle l'entortillement
(writhe en anglais) w(K) de la projection du nceud K. Le nceud de trefle droit a ainsi
un entortillement de +3. Mais que devient w(K) quand de menus incidents alterent
la projection? Il y a trois types de complications qui peuvent arriver a une projection
d’entrelacs, localement dans un petit disque, le reste de I’entrelacs restant le méme

(Figure[10) :

\ \
o K| b

FIGURE 10. Les trois mouvements de REIDEMEISTER.

Dans les années vingt, BRIGGS et REIDEMEISTER ont démontré que les seules sim-
plifications dont on avait besoin pour passer d’'une projection particuliere a n'im-
porte quelle autre étaient décrites par trois mouvements. Avoir un invariant de nceud
c’est donc avoir une fonction dont la valeur n’est pas modifiée par les accidents ci-
dessus. Or on voit vite que, quelles que soient les orientations des brins, si les trans-
formations II et III ne modifient pas I’entortillement, la premiére le modifie! L'entor-
tillement n'est donc pas un invariant de nceud!

Cependant, on peut réparer ces problemes et obtenir de vrais invariants. Ce ne
sont plus de simples nombres comme w(K), mais une collection de nombres, coef-
ficients de polyndémes en une ou deux variables ou de polyndémes de LAURENT avec
des exposants qui peuvent étre négatifs.

Les héros de cette partie de I'histoire sont James Waddell ALEXANDER en 1923,
John Horton CONWAY en 1969, Vaughan JONES en 1984 et Louis KAUFFMAN en 1987.
IIs ont découvert, et d’autres a leur suite, par des moyens touchant a 1’algebre ou
a la physique mathématique, des maniéres de construire des fonctions d’entrelacs
complexes comme combinaisons de la méme fonction mais sur des entrelacs plus
simples : ce sont les relations d’écheveau. Parmi ces fonctions, certaines sont des in-
variants.

Le crochet de KAUFFEMAN < K >, par exemple, est défini par

— savaleur < O >=1 sur le nceud trivial,

— <KuO>=(-a?-a?<K>et

— larelation d’écheveau< .~ >=a< > +a’!

<>,
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FIGURE 11. Les mouvements de REIDEMEISTER sur le graphe.

Cette fonction n’est toujours pas un invariant, en effet, le noeud trivial d’entortille-
ment —1 a comme crochet

<co>z=a<co>+al < >

—a+a l(-ad*-a¥H=a-a-ad=-a3#1Eta chaque fois qu’on tortille, on

multiplie par ce facteur. De méme, le nceud trivial d’entortillement +1 a pour crochet
(—a)3. Mais finalement, quand on divise le crochet par (-a)**®, on obtient un vrai
invariant!

Dans I'’encadré ci-dessous, nous calculons le crochet de KAUFFMAN du nceud de
trefle standard, d’entortillement —3, les croisements supprimés successivement étant
indiqués par une boule jaune.

<!l >=a< ' >+al < > ot le premier noeud est le nceud trivial d’entortille-

ment +2 tandis que le dernier est un entrelacs a deux composantes simples nouées qu’on

appelle I'entrelacs de HOPE. Celui-ci vérifie <> =< ' > =a<  >+a 1< >=

4 _ a=* qu’'on remplace ci-dessus pour

3 _ 47>, On aurait pu aussi appliquer

a<co>+al<co>=a-ad)+a l(-a3)=-a
donner < | >=a(-a®2+a l(-a*-aH=a"-a
trois fois les relations d’écheveau sans réfléchir pour obtenir 23 = 8 termes. Comme le
trefle gauche a un entortillement de —3, I'invariant associé est donc (—a)9 (a7 —ad—-a=® )=
—a'® + 42 4+ g* On peut montrer que c’est toujours un polynéme de LAURENT (on au-
torise les degrés négatifs) de degrés multiples de 4 et par ce changement de variable
t=a~*, on obtient le polynéme de Vaughan JONES de 1984.

Les mouvements de REIDEMEISTER et les mouvements d’écheveau s’expriment
également sur les graphes qui les codent (Figure[11} oi1 les arétes gauches sont pleines,
les arétes droites en tireté).

Sur le graphe, les relations d’écheveau reviennent a effacer I'aréte ou confondre
les sommets, ce qu’on peut noter en barrant I’aréte par un tiret, en travers pour le
premier cas, ou en long dans le second.

Alarelation d’écheveau< .~ >=a< - >+a ! < (> correspond ainsi pour le graphe
la relation <» «> = a<»-<>+ a~'<»+<>, chaque type d’aréte barrée amenant un
facteur a ou a~'. En I'appliquant a toutes les arétes, on se rameéne a une réunion

1
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de nceuds triviaux disjoints dont le graphe se réduit a des sommets isolés affectés
d’une puissance de a comptabilisant les différents types d’arétes barrées. Lencadré
ci-apres reprend le calcul du crochet de KAUFFMANN pour le graphe du neceud de
trefle :

</\>= a</\>+ a‘1<[>.> et en itérant, on arrive a </\>= a(<Z;X> +
<> <A+ <> +a (< /5> + <X\ >+ <X>) +ad<Xi> =3a<

O0>+a*<00>+3a"'<00>+a3<000>=3a+ (@ +3a ") (-a*-a )+
a‘3(—a2 2)2 3a—(a +a+3“+3a‘3)+a+2a +a"=-a’—a3+a".Cest
en fait le crochet de KAUFFMAN du tréfle miroir du précédent, ol les notions de
gauche et droite sont inversées. Cette somme sur toutes les possibilités affec-
tées d'un poids comptabilisant la contribution de chaque configuration locale
s’appelle une fonction de partition en mécanique statistique.

Le polynoéme de HOMFLY-PTE| d’'un nceud K est un peu plus élaboré, il demande
qu’on oriente le nceud et a besoin de deux variables, P(x, y)(K) est ainsi défini par :
P(O) =1 et la relation d’écheveau xP(X) - yP(X) = P(> <). 1l a la grande qualité
d’étre compatible avec la composition des nceuds : la somme KK, de deux nceuds
s’obtient simplement en les ouvrant et en les recollant. Le polyndme de K; §K> vérifie
alors P(x,y)(KitKz) = P(x,y)(Ky) x P(x,y)(Kz). Tout comme un entier peut se dé-
composer en un produit de facteurs premiers (12 = 22 x 3), les nceuds peuvent ainsi
se décomposer de maniére unique en nceuds premiers. C’était I'intution chimique
de KELVIN et TAIT. La figure [12| reproduit la table des nceuds premiers jusqu’a sept

OLDLD

Unknot 3 4, 51 ﬂ
S 8RO
G380 B

FIGURE 12. Une table des noeuds premiers jusqu’a 7 croisements

2. Pour HOSTE, OCNEANU, MILLET, FREYD, LICKORISH, YETTER, et PRZYTYCKI, TRACZYK.
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FIGURE 13. Le nceud de CONWAY sur la porte du département de mathé-
matiques de Cambridge (CC By SA Atoll).

4. CONCLUSION

Les entrelacs sont d’abord apparus dans '’humanité comme des outils techniques,
puis des manifestations de sa créativité artistique et ce n'est que bien des siecles
apres qu'’ils sont devenus des objets d’attention pour les scientifiques, physiciens et
mathématiciens. Le développement de la topologie et de ses outils propres a per-
mis de progresser dans la compréhension de ces objets, d’identifier des invariants.
Cependant, de nombreux problémes restent ouverts et la recherche y est trés active.
Trés récemment, en 2020, par exemple, une conjecture concernant sur un noeud fas-
cinant (Figure découvert par John CONWAY il y a 50 ans a été démontrée par la
mathématicienne Lisa PICCIRILLOF|

Certes les espoirs initiaux de THOMPSON et TAITS ont été décus car les hypotheéses
sur lesquels ils se fondaient se sont révélées erronées, mais les travaux sur les tresses
ont aujourd’hui des applications variées, en biologie comme on peut s’y attendre
mais aussi en robotique par exemple. La topologie n’est pas un objet d’enseignement
dans le secondaire et ce n’est pas non plus le cas pour ce qui est des graphes pour
beaucoup d’éleves mais les diverses expériences qui ont été menées sur les entrelacs
dés I'enseignement primaire, en s’appuyant sur des ressources vidéos et autres, se
sont révélées tres motivantes et enrichissantes pour les éleves, leur permettant de
mettre de facon inattendue des mathématiques a leur portée au service de leur re-
gard sur le monde et de la création artistique. Le site entrelacs.net en témoigne. Pour

3. Lisa PICCIRILLO a démontré que ce nceud, qui posseéde la propriété d’avoir le méme polynome
d’ALEXANDER-CONWAY que le nceud trivial (1), n’est pas bordant. Voir la vidéo de Mickaél LAUNAY|[3] qui
explique cette découverte de fagon tres accessible.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gateknot.jpg
http://entrelacs.net
https://www.youtube.com/watch?v=gz-MN3s-jc
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les enseignants, avoir un apercu des mathématiques sous-jacentes est important et
c’est’objet de cette vignette.
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